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Chapitre I

Généralités sur les systèmes non
linéaires

I.1. INTRODUCTION

Un système non linéaire commandé est un ensemble d’équations (différentielles
par exemple) non linéaires décrivant l’évolution temporelle des variables
constitutives du système sous l’action d’un nombre fini de variables indépendantes
appelées entrées ou variables de commande, ou simplement commandes, que l’on
peut choisir librement pour réaliser certains objectifs.

On en connaît de nombreux exemples parmi les systèmes mécaniques ou
chimiques: satellites, avions, automobiles, machines-outils, régulateurs thermiques,
réacteurs chimiques, procédés biotechnologiques ou agro-alimentaires…

Les entrées peuvent être choisies en boucle ouverte, c’est-à-dire ne dépendant que
du temps, ou en boucle fermée, c’est-à-dire comme des fonctions des variables
mesurées, appelées observations, qui tiennent compte de l’état du système à
chaque instant.

Un tel système est non linéaire s’il n’est pas équivalent à un système linéaire
dans un sens à préciser. Plusieurs relations d’équivalence peuvent être introduites,
donnant des classifications très différentes si le système est commandé ou non.
Dans le cas non commandé on classe les comportements par rapport à la stabilité et
l’instabilité linéaires et on fait apparaître les dynamiques centres (ni linéairement
stable ni linéairement instable) au voisinage d’un point d’équilibre ou d’une orbite
périodique. Dans le cas commandé, beaucoup plus compliqué, l’équivalence à un
système linéaire décrit une propriété de l’ensemble des trajectoires du système que
l’on appellera platitude.

Au-delà de l’analyse des types de comportement des systèmes, se pose le
problème de leur utilisation. Un objectif de commande se traduit par la donnée
d’une ou plusieurs trajectoires de référence à suivre (boucle ouverte) et, en boucle
fermée, par certaines exigences sur la vitesse de poursuite, l’atténuation des
perturbations, l’insensibilité aux erreurs et variations paramétriques et la précision
du suivi. Bien sur, les réglages de la boucle ouverte et de la boucle fermée
interagissent de façon complexe, surtout dans le contexte non linéaire, mais on peut
dans certains cas, arriver à rendre ces deux aspects aussi indépendants que possible
pour en faciliter la mise au point. Dans de nombreux cas, en outre, le nombre, la
technologie et l’emplacement des capteurs devant permettre de fermer la boucle ne
sont pas donnés a priori et entrent dans la conception de la boucle fermée.
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I.2. SYSTEMES NON LINEAIRES

Un système est non linéaire s’il ne vérifie pas le principe de superposition. Les
conditions de proportionnalité et d’additivité ne s’appliquent plus aux systèmes non
linéaires. Lors de l’étude des systèmes non linéaires on se heurte à plusieurs
difficultés :
-L’analyse par des fonctions de transfert est impossible,
-La notion des pôles disparaît,
-Un système non linéaire possède en général plusieurs points d’équilibre et l’étude
de leur stabilité est plus complexe que dans le cas linéaire pour le quel le concept de
stabilité est global.
La non linéarité d’un système peut être intrinsèque ou peut être isolée, c’est-à-dire
que l’on peut avoir une association d’éléments à caractéristiques non linéaires à un
système linéaire.
Comme pour les systèmes linéaires, il est possible de distinguer, aussi les modèles
non linéaires par les caractères suivants [1] :
- A temps continu / A temps discret,
- Invariants dans le temps / Variants dans le temps,
- Monovariables / Multivariables,
- Déterministes / Stochastiques.

I.3. REPRESENTATION DES SYSTEMES LINEAIRES

Supposons que l’on dispose d’un modèle linéaire d’un procédé sous la forme d’une
représentation d’état, la représentation d'état de ces systèmes, quand ils sont à
temps continus, s'écrit de la manière suivante







uDxCy
uBxAx (I.1)

Ou yux et, représentants respectivement les vecteurs d’état, de commande  et
de sortie du système, tel que: pmn yux  et, ; DCBA et,, sont des
matrices de dimensions mpnpmnnn  et,, respectivement

I.4. REPRESENTATION DES SYSTEMES NON LINEAIRES

Un phénomène est dit non linéaire lorsque ses grandeurs caractéristiques reliées
entres elles  ne varient pas proportionnellement l’une par rapport a l’autre. Sont
comportement peut alors être décrit  par une expression, un modèle ou des
équations faisant intervenir les variables autrement qu’au premier degré [2].
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Aucun système physique n’est complètement linéaire, les méthodes linéaires ne
sont donc applicables que dans un domaine de fonctionnement restreint. Certaine
systèmes sont impossible à modélisé, même localement à des systèmes linéaire [2].
La représentation générale d’un système non linéaire est de la forme:







)(

)()()(
xhy

tuxgxfx (I.2)

Ou yux et, représentants respectivement les vecteurs d’état, de commande  et
de sortie du système. )(et)(),( xhxgxf sont des fonctions non linéaire du
vecteur d’état décrivent le système [3].

** La forme la plus utilisée pour la représentation des systèmes non linéaires est la
suivante :

0)),(),(()(  tttutxftx (I.3)

Ou t est le temps, mn tutx  )(et)( représentants respectivement les vecteurs
d’état et de commande (d’entrée), tel que: nmnf  : est une fonction non
linéaire.

I.4.1. Système autonome
Le système non linéaire (I.3) est dit autonome si la fonction f ne dépend pas
explicitement du temps t, c’est-à-dire le système peut être écrit sous la forme :

0))(),(()(  ttutxftx (I.4)

Par contre, le système (I.3) est dit non autonome. Parfois on utilise le terme de
‘invariant dans le temps’ ou ‘stationnaire’ au lieu ‘d’autonome’ et ‘variant dans le
temps’ à la place de ‘non autonome’.
Dans le cas non autonome, si les variations des caractéristiques sont lentes, on
pourra approximer le système par une séquence de systèmes autonomes [1].

I.4.2. Systèmes à structure variables
Lorsque la structure du système ou du correcteur utilisé prend d'une façon
discontinue deux ou plusieurs expressions, la notion de système à structures
variables intervient. Il en découle les définitions suivantes :

Définition 1. Un système à structure variable (VSS) : est un système dont la
structure change pendant son fonctionnement, il est caractérisé par le choix d’une
structure et d’une logique de commutation. Ce choix permet au système de
commuter d’une structure à l’autre à tout instant. De plus un tel système peut avoir
de nouvelles propriétés qui n’existent pas dans chaque structure.

Définition 2. Un système est dit à structure variable s’il admet une représen-
tation par des équations différentielles du type :
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






virefieestconditionlasi)(

virefieest1conditionlasi)(
)(

1

nxf

xf
tx

n

 (I.5)

Où nifi ,,2,1,  sont des fonctions appartenant à un ensemble de sous systèmes.
Par conséquence, les systèmes à structures variables sont caractérisés par le choix
d’une fonction et d’une logique de commutation.

I.4.3. Points d’équilibre

Le point n
e tx )( est dit point d’équilibre du système non linéaire non forcé :

0)),(()(  tttxftx (I.6)
Si

00),()(  ttxftx e (I.7)

Si ex est un point d’équilibre du système (I.6) alors l’équation différentielle :

eee xtxttttxftx  )(,)),(()( (I.8)

admet une solution unique :

ee ttxtx )( (I.9)

I.5. EXEMPLE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

Dans cette section, nous allons donner quelques modèles des systèmes nonlinéaires.
Ces exemples incluent le pendule simple et le pendule inversé.

I.5.1. Pendule simple
Le modèle didactique d’un robot manipulateur a un seul degré de liberté dont le modèle
(I.10) est donné par Berghuis [4].

Figure I.1. Pendule simple

Le modèle dynamique peut s’écrire :
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














1

212

21

1sin

xy

u
ml

x
l
gx

xx





(I.10)

I.5.2. Pendule inversé

Le système pendule inversé à modélisé est représenté par la figure I.2. En exerçant
une force horizontale )(tu sur le chariot, celui-ci se déplace en translation de x mètre est
provoque une déviation du pendule de  radians.

Figure I.2. Pendule inversé

Le modèle dynamique peut s’écrire [5]:




















)()(
)cos)(3/4(

cos
)cos)(3/4(
sincossin)(

1
2

1

1
2

11
2
21

2

21

tdtu
xmmml

x
xmmml

xxmlxxgmmx

xx

cc

c



(I.11)




















)()(
)cos)(3/4.(3

4
)cos)(3/4(

sincossin3/4
1

2
1

2
111

2
2

4

43

tdtu
xmmmxmmml

xxmgxmlxx

xx

cc





Ou 1x position angulaire, 2x vitesse angulaire, 3x position de chariot, 2x
vitesse de chariot, g la gravité, cm la mass de chariot, m la mass de pendule,
l la langueur de pendule centre de mass et )(td est un bruit.

I.6. COMMANDE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

La commande est l’ensemble des opérations qui amènent automatiquement un
procédé d’un état particulier à un état désiré )(tyd [5].

Un système commandé est soumis à des perturbations et des variations paramé-
triques telles que les frottements, vent, bruit de mesure, etc. Voir la figure I.3.
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Figure I.3. Schéma de principe d’une commande d’un système non linéaire

Les signaux utilisés dans cette figure sont :
)(tyd : consigne ou signal de référence.

)(ty : signal de sortie ou réponse de référence.
)(te : erreur de suivi.
)(tu : signal de commande.

)(twe : perturbations de la commande.
)(tws : perturbations de la sortie.

)(tn : bruit de mesure perturbations de la sortie.

Si la consigne )(tyd une constante dans le temps, nous parlons de régulation si non
la commande est un asservissement  ou poursuite des trajectoires. Par ailleurs, la
commande d’un système a comme objectif d’atteindre les performances suivantes :

a) La stabilité
b) La robustesse
c) La rapidité
d) La précision

I.7. LINEARISATION AU TOUR D’UN POINT DE FONCTIONNEMENT

Les premières tentatives d’approche des systèmes non linéaires sont basées sur la
linéarisation au tour d’un point de fonctionnement. En fait, la linéarisation d’un
système non linéaire ne donne qu’une description partielle du transfert entrée/
sortie. Pour ce fait nous allons illustrer par un exemple cette mauvaise
caractéristique :
Exemple d’un satellite

Soit un satellite rigide non sphérique propulsé par un couple :















2133

23122

13211

xxax
ubxxax
ubxxax







(I.12)

)(tu)(te

)(tws
)(twe

)(tyd

+ -
SystèmeΣCommande Σ

Σ

-

)(ty

)(tn
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Avec u est bornée 1u , satellite non sphérique 03 a et 2
12

2
21 baba  . Pour ce

système :
),()( uxgxfx  (I.13)

Avec :


































0
),(,)( 2

1

213

312

321

ub
ub

uxg
xxa
xxa
xxa

xf

On linéarise au tour d’un point de fonctionnement )0,0,0(0x :

BuAxx  (I.14)






 0xxx
fA

0
0

0
0

1323

1232

2131

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

xxxaxa
xaxa
xaxa

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

A
























































































000
000
000

A






















 0

),(
2

1

0

b
b

B
u

uxgB
xx

Etude de la commandabilité :

 

















000
00
00

2

1
2 b

b
BAABBQc (I.15)

 0det cQ le système linéarisé n’est pas commandable alors que le système non
linéaire est commadable.

I.8 DEFERENCE ENTRE SYSTEMES LINEAIRE ET  NON LINEAIRE

Pour les systèmes linéaires la loi de commande est donnée par retour d’état :

wxKu T  (I.16)

Qu’on peut la trouvé par :
(a) placement de pole,
(b) optimisation par la résolution de l’équation de Riccati,
(c) les régulateurs RST…

Pour les systèmes non linéaires la synthèse d’une stratégie de commande non
linéaire (Backstepping, SMC…) est indispensable.

)(xuu  (I.17)
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Tableau I.1 Déférences entre les systèmes linéaires et non linéaires

Système linéaire Système non linéaire







uDxCy
uBxAx







)(

)()()(
xhy

tuxgxfx

Transformée de Laplace Géométrie différentiel
Espace d’état Variété d’état ou différentiable
Fonctions de transfert Série génératrice
Réponse impulsionnelle Série de Volterra
La commande wxku T  La commande )(xuu 

I.9 CONCLUSION

Ce chapitre permis de présenté une brève introduction, motivation et état de l’art
sur les systèmes non linaires pour amener et justifier les choix et l’orientation de ce
cours. Il est question donc de rappeler les différentes notions théoriques, définitions
et concepts relatifs à ces domaines. Etant donné que l’objectif de ce cours est
l’application des techniques de commande aux systèmes non linéaires, des notions
élémentaires de la géométrie différentielle doit s’impose. Ce si fera l’objectif de
chapitre suivant.



Chapitre II

Notions élémentaires de la géométrie
différentielle

II.1. DEFINITIONS

Soit le système non linéaire [2] :
uxgxfx )()(  (II.1)

Avec :













































)(

)(
)(

)(,

)(

)(
)(

)( 2

1

2

1

xg

xg
xg

xg

xf

xf
xf

xf

nn



II.1.1. Les champs de vecteurs

f et g associés au système ci-dessus sont définie par :

n
n

i

i

n
i

n
n

i

i

n
i

x
g

x
g

x
g

x
ggG

x
f

x
f

x
f

x
ffF














































2
2

1
1

1
2

2
1

1

1

(II.2)

II.1.2. La dérivée de Lie

Par rapport à un champ de vecteur :

)(
x

))(())((

)(
x

)()()()()()()()(

T

T2
2

1
1

1

xg
xL

xLL

xfxxf
x
xxf

x
xxf

x
xf

x
xL

f
fg

n
n

i

i

n i
f






























 

(II.3)

Si )(x est différencie k fois suivant le champ de vecteur f , par récurrence en
trouve :

)(
x

))(()( T

1

xf
xL

xL
k
fk

f 



 
 avec )()(0 xxLf   (II.4)

II.1.3. Le crochet de Lie (produit de Lie)

Le crochet de Lie est une combinaison de deux champs de vecteur qui donne un
nouveau champ de vecteur, on peut crocheter le crochet de Lie avec un champ
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de vecteur autant de fois pour donner naissance à des nouveaux champs de
vecteurs,  gf ,   gff avec :

  )()( xg
x
fxf

x
ggf







 (II.5)

 















































































































n
n

nnn

n

n
n

nnn

n

g

g

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

f

f

x
g

x
g

x
g

x
g

x
g

x
g

gf 














1

21

1

2

1

1

1

1

21

1

2

1

1

1

Dans le but d’éviter la notation précédente qui peut conduise à des confusions, la
notation suivante est adoptée :

  )()(et1avec)( 01 xgxgfadkgfadfxgfad kk   (II.6)

   
    
     gfffgfadfxgfadk

gffgadffxgfadk
gfgfadfxgfadk







23

2

01

)(3
)(2
)(1

A) Proposition 1

Soit 2121 et,, ggff des champs de vecteurs 21 et rr des réelles :

i) Associativité :
     12211112211 gfrgfrgfrfr  (II.7)

ii) Commutativité :
   fggf  (II.8)

iii) Identité de Jacobi, soit f, g, p des champs de vecteurs :
         0 gfpfpgpgf (II.9)

B) Proposition 2

i) Soient )(et)( xx  des fonctions réelles, f un champ de vecteur :

)())(()( xxLxL ff   (II.10)

ii) Soient )(et)( xgxf des champs de vecteurs, )(x une fonction réelle :

  )()()( xLLxLLxL fggfgf   (II.11)

iii) Soit f un champ de vecteur et )(x une fonction réelle :

)()( xdLxdL ff   (II.12)

II.1.4. Exemple

Soit un satellite rigide non sphérique propulsé par un couple (voir chapitre I):
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













2133

23122

13211

xxax
ubxxax
ubxxax







(II.13)

uxgxfx )()(  avec


















































0
)(,)( 2

1

3

2

1

213

312

321

b
b

xg
f
f
f

xxa
xxa
xxa

xf (II.14)

1- Ecrire le champ de vecteur f et g

2- Soit 2
21 )()( xxx  , calculer )(),(),( 2 xLxLLxL ffgf  .

3- Calculer le crochet de Lie  gf ,   gff et leur champ de vecteur.
Solution :

1- Champ de vecteur de f et g :

3
213

2
312

1
321

3
3

2
2

1
1

x
xxa

x
xxa

x
xxaF

x
f

x
f

x
fF



























2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

x
b

x
bG

x
g

x
g

x
gG























2- Calcule de )(),(),( 2 xLxLLxL ffgf 

a)






































)(
)(
)(

)()()()(
x

)()(
3

2

1

321
T

xf
xf
xf

x
x

x
x

x
xxfxxLf



  ))((20)(2)(2)( 31232121

213

312

321

2121 xxaxxaxx
xxa
xxa
xxa

xxxxxLf 

















b)







































)(
)(
)(

)()()()(
x

))(())((
3

2

1

321
T

xg
xg
xg

x
xL

x
xL

x
xL

xg
xL

xLL ffff
fg




c) )(
x

))(())(()( T
2 xf

xL
xLLxL f

fff 






3- Calcule de crochet de Lie  gf

  )()( xg
x
fxf

x
ggf








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 

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
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
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













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

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







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



































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
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
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















123213
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1

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1
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1

2

1

1

1

3

2

1

3

3

2

3

1

3

2

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

xbaxba
xba
xba

g
g
g

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

f
f
f

x
g

x
g

x
g

x
g

x
g

x
g

x
g

x
g

x
g
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nn

Le champ de vecteur  gf

3
123213

2
312

1
321 )(

x
xbaxba

x
xba

x
xbaF














II.2. CHANGEMENT DE BASE (DE REPERE)

Le changement de base pour l’analyse et la synthèse de commande non linéaire est
très important pour résoudre certain problème de réglage tel que la stabilité et le
découplage [2], [6].

II.2.1. Cas des systèmes linéaires

Soit le système linéaire :








xCy
uBxAx (II.15)

Et soit la transformation  1TxxT

 uTBTATuTBxTAuBxATxT
BT

 
 1)(

 


C

CTxCy 1

Dans ce cas en obtiens le nouveau système:








Cy
uBT

(II.16)

II.2.2. Cas des systèmes non linéaires
Soit le système non linéaire suivant:







)(

)()(
xhy

uxgxfx (II.15)

Le changement de coordonnées se fait à travers :

)(xz  tel que










),...,(

),...,(

21

2111

nnn

n

xxxz

xxxz




 (II.16)

Ou )(x est inversible tel que ))((/)( 11 xxz   

Une transformation de ce type est appelé Difféomorphisme globale.
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))()(()( uxgxf
xt

x
xdt

dzzxz 











 

uzgzf

uxg
x

xf
x

z
zxzx

).()(

.)()(
)()( 11











  




(II.17)

)()( )(1 zhxhy zx  
(II.18)

II.3. NOTIONS

II.3.1. Notion de courbe intégrale :

Soit :
















),...,(

),...,(
),...,(

21

2122

2111

nnn

n

n

xxxfx

xxxfx
xxxfx








))(),...(),(()( 21 txtxtxt n est la courbe intégrale du champ de vecteur  avec:

n
n x

f
x

f
x

f











 ...
2

2
1

1 (II.19)

Exemple :

Soit :















ta

ta

ektx
ektx

xax
xax

2

1

22

11

222

111

)(
)(





))(),(()( 21 txtxt  est la courbe intégrale d’un champ de vecteur  avec:

2
22

1
11

2
2

1
1 x

xa
x

xa
x

f
x

f















 

II.3.2. Notion de distribution :

Une distribution est une espace vectorielle ou sous espace engendré par une
base formé par les champs de vecteurs [7]:

 dfffspan ,...,, 21 (II.20)

)(x est la distribution associée au nx 

 )(),...,(),()( 21 xfxfxfspanx d (II.21)

II.3.3. Notion d’involutivité:

Une distribution  est dite involutive si est seulement si elle est stable par le
crochet de Lie c-à-d si est seulement si pour toutes champs de vecteurs X et Y
appartenant à  , le crochet de Lie  YX est encore un élément de  .
II.3.4. Exemples:

Exercice 1 : soit 3 champs de vecteurs :
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


















2

31

0

x
xf ,


















1

3

2 0
x

x
f ,

















0

1

2

3 x
x

f

Etudier l’involutivité de .
Exercice 2 : soit dans 3 la distribution suivante, étudier l’involutivité de .

 21 , ffspan avec


































2

2

2

1 0
1

,
0
1

2

x
f

x
f

Exercice 3 : étudier l’involutivité de dans ce cas :

 21 , ffspan avec




































3

2

1

2

3

1 2,
0
1

2

x
x
x

f
x

f

II.3.5. Solutions:

Exercice 1

  )()( 2
1

1
2

21 xf
x
fxf

x
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





 31
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












































































 


  2

1

3

3
1

1
3

31 0)()( f
x

x
xf

x
fxf

x
fff 


























  1

2

33
2

2
3

32

0
)()( f

x
xxf

x
fxf

x
fff 




























Donc    321 ,,, fffspanYXYX  donc  est involutive.

Exercice 2

 

















































































1
0
0

0
1

000
000
020

0
1

2

010
000
000

2

2

21

x

x
ff

On à: 01
10
001
012

det
2

2


















x

x
donc les vecteurs sont linéairement indépendant.

,
1
0
0

















 c-à-dn’est pas involutive.
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Exercice 3

  






































































































 1

33

3

2

13

21 2
0
1

2
2

0
2
4

2
000
000
200

0
1

2

100
020
001

f
xx

x
x
xx

ff

 21 ffspan donc  est involutive.

Aussi on peut calculer le déterminant de la matrice :

0
00
221
42

det
3

2

313





















x
x

xxx
pour dire que  est involutive.

II.3.6. Notion d’intégrabilité complète:

 dffspan ,,1  définie sur une variété V avec nd  est dit complètement
intégrable si pour tout x de V, il existe une sous variété xM de V de dimension
d, telle que à chaque point y de xM l’espace tangent à xM en y.

xy MT , est engendré par  dff ,,1  (voir Isidori pp.25).

II.3.7. Théorème de Frobenius:

Une distribution non singulière est complètement intégrable si est seulement
si elle est involutive.

II.4. CONDITIONS DE COMMANDABILITE DES SYSTEMES

L’outil géométrique différentiel à permis l’établissement d’une condition
nécessaire et suffisante d’une commandabilité faible [6].
Soit ),( uxfx  un système NL, l’analytique général est une sous ensemble de M
(variété différentiel).
II.4.1. U-accessible :

Un point 1x est U-accessible à partir de 0x s’il existe une commande admissible
dttu ],[ 10 tel que 00 )( xtx  , 11 )( xtx  et )(tx reste dans ],[ 10 tttu  . Noté 0x ,

au 1x

Figure II.1. U-accessibilité

II.4.2. Faible U-accessibilité :

Un point xest faiblement U-accessible à partir de x  s’il existe une suite
kxxx ,,, 10  avec :

tt1t0

x1
x0
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* xxxx k  et0

ki ,,2,1**  on à soit 1au ii xx soit ii xx au1

Figure II.2. Faible U-accessibilité

Les points xx  et peuvent être commenté par une suite de trajectoire continue
mais qui non pas la même orientation.

II.4.3. Commandabilité Faible :

Un système est dit faiblement commandable si est seulement si pour tout
points ,Mx l’ensemble des points faiblement U-accessible à partir de x est égale
à la variante de toute entière M.
Théorème :

Un système analytique général est faiblement localement commandable si est
seulement si pour touts points )(0 Mx à l’intérieur de l’ensemble des points U-
accessible pour tout voisinage U est non vide.

II.4.4. Critère de commandabilité des systèmes non linéaires :

Soit le système NL analytique général :










 


)(

)()(
1

0

xhy

xfuxfx i

d

i

i
(II.22)

Théorème :
Un système est localement commandable en 0x si est seulement si le rang de
Lie ),)(,...,,( 010 xfffJ d engendré par les champs de vecteurs dfff ,...,, 21 est égale an

L’algèbre de Lie engendré par les champs ),...,,( 10 dfff

       kjiddd ffffffffffffJ ,,,,,),...,,( 010110  (II.23)

Exemple
Soit le système et le point de fonctionnement )0,0,0(0x :















2133

23122

13211

xxax
ubxxax
ubxxax







(II.24)

x4=x ‘’

x3

x2x1
x0= x’
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Avec :


































0
)(,)( 2

1

1

213

312

321

0 b
b

xf
xxa
xxa
xxa

xf

Les Champ de vecteur de 0f et 1f :

3
213

2
312

1
3210 x

xxa
x

xxa
x

xxaF













2
2

1
11 x

b
x

bF









Commandabilité locale :

  2

12213

312

321

1
0

0
1

10

)(
)()( f

xbxba
xba
xba

xf
x
fxf

x
fff 
































  3

213

2
1

1
2

21

2
0
0

)()( f
bba

xf
x
fxf

x
fff 




























  42
2
132

2
2131

3
2

2
3

32

0
2
2

)()( fbbaa
bbaa

xf
x
fxf

x
fff 


























),,(),,(),,( 431421321 fffffffffJ  aux choix,




















020
20
20

),,(
213

2
2
1322

2
21311

431

bba
bbaab
bbaab

fffJ 4
2

2
1

2
31

2
2

4
1

2
32 44det bbaabbaaJ 

30det  JrangJ Car 03 a et 2
12

2
21 baba  .

Dans ce cas le système (II.24) est commandable.

II.5. CONCLUSION
Ce chapitre présent, dans un premier temps, une brève introduction sur les
notions élémentaires de la géométrie différentielle pour les systèmes non
linéaires et du vocabulaire qu'il comporte. Ces notions de bases sont
nécessaires à la compréhension des subtilités de la théorie de la géométrie
différentielle et, dans un deuxième temps, il introduit les conditions de
commandabilité des systèmes non linéaires avec quelque exemple simple pour
la bonne compréhension de critère de commandabilité.



Chapitre III

Régulation par retour d'état linéarisant.
Linéarisation entrée/sortie

III.1. NOTION DE DEGRE RELATIF

Soit un système non linéaire analytique (SISO) :







)(

)()(
xhy

uxgxfx (III.1)

Le nombre r est dit degré relatif au point 0x si :

 1devoisinage0)( 0  rketxxxhLL k
fg

 0)( 0
1  xhLL r

fg

III.1.1. Exemple oscillateur de Vonderpol :



u
xxx

x
x

xgxf )()(

1
2

2
2
1

2

1
0

)1(2 


















  




(III.2)

Calculer le degré relatif dans les deux cas : 1)( xxhy  et 2sin)( xxhy 

1er Cas : on commence avec 0k

  0
1
001)( 












 g
x
hxhL Tg

Pour 1k

  2
2

*
01)( x

x
f

x
hxhL Tf 















  01
1
010)( 







xhLL fg , On arrête et on prend xrr  211

2eme Cas : on commence avec 0k

  0cos
1
0cos0)( 22 












 xxg
x
hxhL Tg

On arrête et on prend 101  rr
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III.1.2. Illustration simple pour interpréter la notion de degré relatif

Soit )( 00 txx  l’état du système à l’instant 0t , )(ty la sortie du système et
supposons qu’on s’intéresse aux dérivées respectives par rapport au temps )(tyk

pour ,2,1k à l’instant 0tt  on obtient : )())(()( 000 xhtxhty 

))()(()( uxgxf
dx
dh

dt
dx

dx
dhty  uxg

dx
dhxf

dx
dh

xhLxhL gf


)()(

)()( 

uxhLxhLty gf )()()(  (III.3)

Hypothèse 1r :
Si le degré relatif r est supérieur à 1 t , tel que )(tx voisin de 0x pour t voisin de 0t
c-à-d on à  0)(xhLg )()( xhLty f

))()(())(())(()()2( uxgxf
dx

xhLd
dt
dx

dx
xhLd

ty T
f

T
f 

uxg
dx

xhLd
xf

dx
xhLd

xhLL

T
f

xhL

T
f

fgf

    
)()(

)())(()())((

2



uxhLLxhLty fgf )()()( 2  (III.4)

Hypothèse 2r 0)(  xhLL fg



)()( 2 xhLty f

De la même façon on continue à dérivé successivement, on obtient l’étape k :
)()( )()( xhLty k

f
k  (III.5)

Pour tout rk  et voisinage de 0t

)()()()( 00100)( tuxhLLxhLty r
fg

r
f

r  (III.6)

La commande figure explicitement avec 0)( 01  xhLL r
fg .

Le degré relatif est exactement égale au nombre de fois qu’on dérive la sortie )(ty
par rapport au temps à l’instant 0t , jusqu’au l’apparition de la commande.

III.1.3. Exemple

u
xxx

x
uxgxfx 



















1
0

)1(2
)()(

1
2

2
2
1

2




1) 1)( xxhy  on dérive la sortie :
21 xxy  

uxxxxxy  1
2

2
2
121 )1(2 
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La commande apparait explicitement  le degré relatif 2r

2) 2sin)( xxhy  on dérive la sortie :

))1(2(coscos 1
2

2
2
1222 uxxxxxxy  

La commande apparait  le degré relatif 1r

Lemme :
Les vecteurs )(,),(),( 0100 xhdLxhdLxdh r

ff
 sont linéairement indépendant

(démonstration voir ISIDORI [2], [6]).

III.1.4. Proposition

Si un système possède un degré relatif r au point 0x donc nr  et soit :

)()(

)()(
)()(

1

2

1

xhLx

xhLx
xhx

r
fr

f








(III.7)

Si nr  , il est toujours possible de trouver )( rn  fonctions :

)(

)(1

x

x

n

r



 




























)(

)(
)(

)(/ 2

1

x

x
x

x

n


(III.8)

Présente une matrice Jacobiene non singulière au point 0x avec 0det J . Il est
aussi possible de choisir )(1 xr jusqu'à )(xn de manière à avoir 0)(  xL ig

nir  1 et x voisin de 0x [8].

a) Exemple:

Soit le système non linéaire:

u
e

x
xx
x

x

f

x

f




1

2

0

02

21

1





























 
  (III.9)

1er cas : 1 , 2ème cas 0 et 3)( xxhy 

 Ecrire les champs de vecteurs correspondant.
 Calculer le champ de vecteur  10 ff crochet de Lie.

 Calculer le degré relatif
 Déterminer le difféomorphisme
 Déterminer le système en Z (forme canonique)
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b) Solution:

 Les champs de vecteurs :

3
2

2
21

1
11 x

x
x

xx
x

xF













21
2

2

xx
eF x








 

 Le crochet de Lie  10 ff

  )()( 1
0

0
1

10 xf
x
fxf

x
fff TT 









 





































































 




















 12

21

12

2

21

1

10
2

22
2

2

0010
0
001

000
000
00

xex
eexxe

xx
x
xx
xe

ff x

xx
xx

 Le degré relatif
Pour 1 : uxxxyxxyxy  212233  dans ce cas 2r

Pour 0 : 2
21212121 )( 2 xxxuexxxxxy x   3 r

 le difféomorphisme
Pour 1 )2( r

311 )()( xxhxz 

222 )()( xxhLxz f 

On a 0)(3  xLnr g

0
0
1)(

2

3

3

2

3

1

33
3 








































x

Tg

e

xxx
g

x
xL

On choisit 1)( 133
2  xexz x avec 0)0( 














1

)(
13

22

31

2 xez
xz
xz

x
x 












 

13

22

31
1

1
)(

2

zx
zx
zex

x

z

Pour 0 )3( r

311 )()( xxhxz 

222 )()( xxhLxz f 

21
2

33 )()( xxxhLxz f 
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













213

22

31

)(
xxz

xz
xz

x












 

13

22

231
1

/
)(

zx
zx

zzx
x

 Le système en Z :
Pour 1















zérosdesdynamiqueezezz
uzzez

zxz

zz

z

)1)(1(
)1(

22

2

323

232

231







Pour 0















uezzzzz
zz
zz

z2
22

2
333

32

21

/





c) Forme canonique






























)(

)(
)()(

11

32

21

zqz
zérosdesdynamique

zqz
uzazbz

zz
zz

nn

rr

r















(III.10)

d) Exemple:

Soit le système non linéaire:

u
x

xx
x

x
xxx

x

















































0
1

)1(2
0

3

2
2
1

3

1

3
121

 4)( xxhy  (III.11)

 Le degré relatif
122)( 32114  xrxxxyxxhy 

 le difféomorphisme

411 )()( xxhxz 

2
2
122 )()( xxxhLxz f 

Il faut trouver )(3 x et )(4 x pour compléter le difféomorphisme ( 4n )
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0)( 3
3 




 g
x

xL Tg 0)22(
3

3
3

2

3 








x

x
x

On choisit 2
2
3333 2)( xxxxz  avec 0)0( 

0)( 4
4 




 g
x

xL Tg 0)22(
3

4
3

2

4 








x

x
x

On choisit 144 )( xxz 

 Le système en Z :
1ere méthode : (après développement de calcule)

   





















3
4244

2
34234243

2
42342

2
4

4
42

21

2
112112

1224

zzzz
zzzzzzzz

uzzzzzzzz

zz









(III.12)

2eme méthode : (la méthode de Jacobienne)

On a 41 xz  et 2
2
12 xxz 

Dans ce cas on propose 33 xz  et 14 xz 







































4

4

1

4

4

1

1

1

xx

xx

x
J







(III.13)

























0001
0100
0012
1000

2x
x

J

01)det( J donc la proposition de 3z et 4z est correcte.





















14

33

2
2
12

41

)(

xz
xz

xxz
xz

x



















 

14

33

2
422

41

1 )(

zx
zx

zzx
zx

x

Donc le système en Z est :





















3
4244

33

34
3
4

2
42442

21

2

)1(2))((2

zzzz
uzz

uzzzzzzzz
zz









(III.14)
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III.2. LINEARISATION EXACTE PAR BOUCLAGE (SYSTEME SISO)

Soit le système SISO la structure du régulateur qui convient vxxu )()(  
avec v références externes :















)(

)()()()()(
)(

)()(
xhy

vxxgxxgxfx
xhy

uxgxfx 
(III.15)

)(et)( xx  caractérisent la commande, sont définies dans n avec 0)( x

Figure III.1. Boucle de linéarisation d’un système

Pour trouver la commande il faut trouver d’abord la forme normale. Soit un
système non linéaire de degré relatif nr  en un point 0xx  le changement de
base est donné par la construction de vecteur :
















































 )(

)(
)(

)(

)(
)(

)(

1

2

1

xhL

xhL
xh

x

x
x

xz

n
f

f

n


(III.16)

D’après (III.10) nous avons vuzazbzn  )()( puisque nr zz   , dans ce cas :

))((
))((

)(
)(

xa
xbv

za
zbvu







 (III.17)

Le système en BF (la linéarisation exacte nr  )
























vz
zz

zz
zz

n

nn











1

32

21

v

z

z
z

z

n






































































1
0

0
0

00
10

0100
0010

2

1













 (III.18)

C’est une forme linéaire et commandable, nous avons )()( xhLzb n
f et

)()( 1 xhLLza n
fg
 donc :

))((
)(

1
1 vxhL

xhLL
u n

fn
fg

  (III.19)

nn zkzkzkKzv 12110  

Le gain K peut trouver grâce au placement de pôle ou par optimisation (Riccati)

u

x

y







)(

)()(
xhy

uxgxfx
vxx )()(  

v
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A partir de (III.16) v prend la forme :







 

1

0

1
110 )()()()(

n

i

i
fi

n
fnf xhLkvxhLkxhLkxhkv  (III.20)

Donc la commande (III.19) devienne :

))()((
)(

1 1

0
1 




 

n

i

i
fi

n
fn

fg
xhLkxhL

xhLL
u (III.21)

Figure III.2. Résumé de la commande avec linéarisation exacte

Figure III.3. Boucle de commande d’un système avec retour d’état

III.2.1. Exemple
Soit le système non linéaire:

ue
e

xx
xxx x

x


































0

0
2

2

21

2
21 ; 3)( xxhy  (III.22)

1- Le degré relatif :

32)(2 22
212

2
21

213







ruexxxy
xxy

xxxy

x





2- le difféomorphisme

311 )()( xxhxz 







zkV
bVzAz

Placement de pôle






)(

)()()(
xhy

tuxgxfx

)(xz 

Système NL en x Système NL en z

)(1 zx 

u

x

y







)(

)()(
xhy

uxgxfx
vxx )()(  

v

K

w
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2122 )()( xxxhLxz f 
2
21

2
33 )()( xxxhLxz f 

3- le système en z :
22131 zxxxz  

3
2
212 zxxz 

vuexxxxz x  2)21()(2 2
2
2123

4- La commande :

2)21(
)(2

2

2
212
xex

vxxxu





Avec : )()()( 1
110 xhLkxhLkxhkv n

fnf


 

III.2.2. Lemme
Le problème de linéarisation exact dans l’espace d’état est solvable si-s-si existe un
voisinage u de x et une fonction réelle )(x définie dans u







)(

)()(
xy

uxgxfx



(III.23)

a un degré relatif nr  au point x (voir [6]).

III.2.3. Théorème
Soit le système uxgxfx )()(  la solution au problème de linéarisation exact dans
l’espace d’état au voisinage d’un pointx existe si-s-si :
   nxadxadxgrang n

fgfg  )()()( 1  avec  gfxadfg )(

 La distribution  )(),...,(),()( 2 xadxadxgspanx n
fgfg
 est involutive au

voisinage de x
III.2.4. Résumé
La condition nécessaire et suffisante pour que le système soit localement
linéarisable par retour d’état :
 On calcule le rang de la matrice  1n

fgfg adadg  , si le rang=n alors le
vecteur est involutif.

 0)0( f

 Le changement de variable non linéaire est obtenu en résolvant le
système au dérivé partiel dont la solution n’est pas unique :
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0

0
0

1
2

1

1







 TLad

TLad
TL

n
ad

fg

g


(III.24)

Une fois 1T obtenu les autres nTT ,,2  sont obtenus a partir de :

)()(1 xTLxT ifi  (III.25)

III.2.5. Exemple
Synthèse de la commande linéarisante pour un convertisseur élévateur
(Continue- Contenue). On choisit    210 xxVixT  ;  1,0u

uVV
dt

tdiLVs 00
)(

 u
L
VVVs

Ldt
tdi 0

0 )(1)(
 (III.26)

).(1)(1;;. 00
10

0
221 ui

R
Vi

Cdt
dVdtti

C
V

R
Viuiiii   (III.27)

A partir de (III.26) et (III.27) on trouve :

u

C
x

L
x

R
xx

C

xVs
L

dt
dx
dt
dx































































1

2

2
1

2

2

1

)(1

)(1

(III.28)

A l’équilibre (régime statique) nous avons Constant)(;0  xDu
dt
dx :

)(1
)(1 *

2
2

2 xD
Vsxu

L
xxVs

L 


2
*
1

12
1 ))(1(

)(1
xDR

Vsxu
C
x

R
xx

C 


Elimination de )(xD on a la caractéristique )( *
2

*
1 xfx  c.-à-d. :

RVs
xx

2*
2*

1
)(



Dans ce cas 0)0( f , il faut appliquer un changement de variable non linéaire
pour avoir )0)0(( f
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









R
Vszx

R
Vsxz

VszxVsxz

1111

2222
(III.29)

Si on remplace (III.29) dans (III.28) on trouve :

0)0(
2

2

21

2

2

1














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

















































fu

RC
Vs

C
z

L
Vs

L
z

RC
z

C
z
L
z

dt
dz
dt
dz

gf


(III.30)

Vérification des conditions du théorème de linéarisation exact

 




























)(1)(1
)(1)(1

1
21

22

RC
z

L
Vs

CR
Vs

CR
Vsz

C

Vsz
LRC

Vsz
Ladg fg (III.31)

Le rang de la matrice   2fgadg , si Vsz 2 alors le vecteur )(zg est involutif.
 Le système est localement linéarisable (sauf  la droite )2 Vsz  par une
transformation difféomorphique.
 Résolution des équations aux dérivés partielles :

1TLg 0)()( 2
2

1
1

1

1 





 zg

z
Tzg

z
T avec 0)0(1 T

L
CVs

R
VsVsz

L
C

R
VszzT

2

2

2
2

1
2

11 )()()(  (III.32)

)()()( 2
2

1
1

1

1
12 zf

z
Tzf

z
TzTLT f 








2
212 )(2)(2)( Vsz

RLR
Vsz

L
VszT  (III.33)

La forme canonique :

)()(
2

1 zT
dt

zdT


Vu
R
VszVsz

RLC
Vsz

L
Vs

R
zzVsz

RLCL
Vsz

dt
zdT







 







 




))((4)(2

))((42)(

1222

2
122

22

(III.34)

)))((42/()))((4)(2()( 2
122

2
1222 R

zzVsz
RLCL

Vsz
R
VszVsz

RLC
Vsz

L
VsVzu 

V est calculé par un placement de pôles : 2110 zkzkV 
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III.3. COMMANDE PAR BOUCLAGE NON LINEAIRE (SYSTEME MIMO)

Soit le système MIMO suivant :

i

m

i
i uxgxfx 




1

)()( avec












)(

)(11

xhy

xhy

mm

 (III.35)

Ou )(,),(),( xgxgxf m sont des champs de vecteurs et )(,),(1 xhxh m sont
analytiques définie au voisinage de 0x

III.3.1 Notion de degré relatif vectoriel

Le système est dit de degré relatif vectoriel  mrrr ,,, 21  au point 0x si :

 ii
k
fgj rketmjixhLL  ,10)( pour tout x au voisinage de 0x

 La matrice carrée définie par (III.36) est non singulière au voisinage de 0x , le
degré relatif ir de la émei sortie ih est le nombre de fois qu’il faut dériver la
sortie iy pour faire apparaitre au moins une entré.
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(III.36)

III.3.2 La forme normale

Difféomorphisme )(,),(),( 21 xxx m  tel que  )()()( 1 xxx i
r
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Si nr  les nouvelles coordonnées :
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Les )( rn  fonctions manquantes )(,),(1 xx nr    sont choisit de manière à avoir
0)(  xL igj pour nir 1 , mj 1
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(III.37)

   Ti
r
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r
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xx   121 )(,)(  ;    Tn
nr

T
r xx )()(, 11   
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Dans ce cas le système devient :
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(III.38)
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Linéarisation exact par retour d’état statique :
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(III.40)

Avec : 

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m

j
jijir miVuzazbz
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,,1)()( 

)(. 1 bVAUUAbV   (III.41)

Avec :  Tm
r
f

r
f xhLxhLb m )()(1
1 

Dans ce cas en aura le système :
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(III.42)

Avec : )(),(),( iii cdiagCbdiagBadiagA 
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C’est la forme canonique de Brunowsky

Remarques

 Dans le cas ou la matrice A n’est pas inversible il faut faire un retour d’état
dynamique c-à-d:
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 Le degré relatif d’un système MIMO est  irr avec ir le degré relatif de la
sortie (on dérive jusqu’au l’obtention d’au moins une commande).

 Si   nri le système peut être exacte linéarisable.

III.3.3 Exemple d’un retour d’état statique

Soit le système MIMO (Figure III.4). On choisit :  ;2211  Tx ;
2/81,9 smg 

Figure III.4. Bras manipulateur à deux degré de libertés
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Calculer la commande U :
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xhy ; 2ème cas 
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Retour d’état statique
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1y

2u  )(1 xA1u

A n’est pas inversible

2y
1y

2u existexA )(11  

Retour d’état dynamique

On augmente le degré du système

2

1
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Solution (1ère cas)

2)( 11111  rxxhy 

2)( 22322  rxxhy 

 nrrr 421 Le système est exactement linéarisable.

Le difféomorphisme
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Figure III.5. Systèmes en Z
La forme canonique de Brunowsky
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












)()(
)()()(

2221

1211

xhLLxhLL
xhLLxhLL

xA
fgfg

fgfg






























3
2

3

3
2

1

sin1
cos1
0

sin1
1
0

)(

x
x

xxg
































3
2

3

3
2

3

2

sin1
cos23
0
sin1
cos1
0

)(

x
x

x
x

xg















33

3

3
2 cos23)cos1(

)cos1(1
sin1
1)(

xx
x

x
xA

D’après (III.41) la loi de commande est donné par : )(1 bVAU  

 
1323
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2
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Placement de pôles (voir figure III.5)
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La même résonnement nous donnes : 212 kk 

Placement de pôles
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 1er sous système 112
2
11121 2; pkpkpp 

 2ème sous système 122
2
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2ème cas :

1)( 1211  rxxhy puisque 21221 (**)(*))( uuxfxy  

2)( 22322  rxxhy 
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 nrrr 321 Le système est partiellement linéarisable.

Le difféomorphisme
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Donc la forme canonique de Brunowsky est donnée par :
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La loi de commande est donné par :
 
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2
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)cos23()cos1(
cos2)cos(sin2sin

 xx
xgxxgxxxxxu





  213313
2
22 )cos1()cos(sin   xxxgxxu

III.4. CONCLUSION

Ce chapitre permet de résoudre le problème de régulation par retour d'état
linéarisant. Ainsi la linéarisation (entrée/sortie) exacte dans l’espace d’état au
voisinage d’un point de fonctionnement des systèmes non linéaires de type SISO et
MIMO. Il est question de rappelé les déférentes notions de base afin de faire face à
ce problème.
Dans le but de synthétise une commande non linéaire il faut passer par l’étape
d’étude de stabilité ou le chapitre suivant introduit des notions de base de
stabilité selon la théorie de Lyapunov.
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Chapitre IV

Stabilité, Stabilité selon Lyapunov

IV.1. INTRODUCTION

La plupart des systèmes physiques (procédés) qui nous entourent sont non
linéaires. Bien souvent, ces non linéarités sont faibles ou ne sont pas visibles
sur la plage d'opérations de ces procédés. Le souci constant d'améliorer les
performances des systèmes commandés conduit à des modélisations de plus en
plus précises qui permettent de répondre sur une plus large plage d'opérations.
C'est à ce moment que les non linéarités se font sentir et rendent les outils
d'analyse et/ou de synthèse des lois de commande, utilisés dans le domaine
linéaire, caduques et absolument incapables de rendre compte de certains
phénomènes. C'est pourquoi, depuis quelques années, beaucoup de recherche
ont été effectuées dans le domaine de la commande des systèmes non linéaires.
La majorité de ces approches consiste à trouver une fonction de Lyapunov qui
permet de déduire une loi de commande pour le système tout en assurant la
stabilité globale de la commande.

Ce chapitre présent, dans un premier temps, une brève introduction sur les
notions théoriques de stabilité des systèmes non linéaires et du vocabulaire
qu'il comporte et, dans un deuxième temps, il introduit des notions de base de
stabilité selon la théorie de Lyapunov [9].

IV.2. NOTIONS DE BASES

La notion de stabilité caractérise le domaine dans le quel se trouve les signaux
du système. Elle est la chose la plus importante à déterminer elle peut être par
plusieurs critère : Routh, Nyquiste…

La méthode de Lyapunov est une méthode plus générale (appliquée aux
systèmes linéaires et non linéaires). Cette section présente quelques notions de
bases nécessaires à la compréhension des subtilités de la théorie de Lyapunov.

IV.2.1 Systèmes non linéaires
De façon générale, les systèmes physiques représentés par des équations
différentielles linéaires à coefficients constants sont appelés systèmes linéaires.
L'hypothèse de linéarité équivaut au principe de superposition. Les systèmes
non linéaires, par opposition aux systèmes linéaires, sont des systèmes
physiques qui ne sont pas régis par des équations linéaires. Autrement dit, le
principe de superposition ne peut pas leur être appliqué.
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Les systèmes non linéaires peuvent être le lieu de plusieurs phénomènes. Par
exemple, ils peuvent converger, en régime permanent, à différents points
d'équilibres, contrairement aux systèmes linéaires, qui n'en possèdent qu'un
seul. Cependant, bien d'autres phénomènes caractérisent les systèmes non
linéaires [7]. Quelques différences vont être introduites dans les sous sections
suivantes.

IV.2.2 Equilibre

Physiquement, un système est en équilibre lorsqu’il conserve son état en
absence de forces externes. Mathématiquement, cela équivaut à dire que la
dérivée x de son vecteur d'état est nulle. Pour un système :

)(xx  (IV.1)

L’état (ou les états) d’équilibre ex , est la solution (sont les solutions) de
l'équation algébrique 0)( x

Pour les systèmes linéaires, dors xAx )( , ce qui implique que 0x est un
point d'équilibre pour tous les systèmes linéaires. Deux cas différents peuvent
survenir, soit A est régulière, alors que l'origine est le seul point d'équilibre. Si
A est singulière, ce qui défini un sous-espace où 0 Ax alors il existe une
région d'équilibre. Pour les systèmes non linéaires, la solution n'est pas aussi
évidente et l'équilibre ne se trouve pas toujours à l'origine. Les régions
d'équilibres peuvent être constituées de domaines continus ou de points isolés
et/ou la combinaison des deux.

IV.2.3 Plan de phase

Pour bien comprendre le comportement d'un système non linéaire, on a recouru
à une représentation des ses trajectoires dans l'espace de phase comme montre
la figure (III.1). Ces trajectoires sont un ensemble de courbes qui représentent
l'évolution de l'état du système dans le temps. Cette représentation doit
toutefois passer par la résolution de l'équation différentielle (III.1), ce qui n'est
pas toujours facile. Cependant, les techniques basées sur la deuxième méthode
de Lyapunov contournent ce problème. Cette méthode sera montrée dans ce
chapitre.

Figure IV.1 Trajectoire d'un système dans le plan de phase.

t
X (t0)

X2

X1
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IV.3. STABILITE (SELON LYAPUNOV)

De façon générale, on dit qu'un système est stable s’il, déplace de sa position
d'équilibre, il tend à y revenir ; instable, s'il tend à s'en écarter davantage.
Lyapunov fournit une explication un peu plus mathématique de la stabilité
[44].

Prenons comme exemple un système dont l'état est défini par le vecteur x qui
possède la position d’équilibre ex . Écarté de sa position d'équilibre et
abandonné à lui-même au temps 0tt  avec les conditions initiales )( 0tx , le
système aura comme état )(tx . La position d'équilibre du système est stable voir
Figure (IV.2) si, pour tout 0 , il existe 0 tel que :


2

0 )( extx (IV.2)

et qu'après un certain temps t, et pour toutes les valeurs 0tt  , la relation
suivante est vérifiée :


2)( extx (IV.3)

Dans le cas contraire l'équilibre est instable. Il n'est pas nécessaire que l'état
)(tx tende vers ex , lorsque t augmente indéfiniment, pour que le système soit

stable. Si l'état tend effectivement vers ex , le système est asymptotiquement
stable. Dans le cas où les états n'atteignent pas ex , mais qu'ils restent à
l'intérieur d'un certain , alors le système à une stabilité simple (Figure(IV.2)).

Figure IV.2 Types de stabilité selon Lyapunov dans le domaine roulière.

IV.4. STABILITE LOCALE ET STABILITE GLOBALE

On peut prédire le comportement d'un système linéaire à partir de l'analyse de
sa position d'équilibre. Un système dont le point d'équilibre est stable (instable)
est stable (instable). Il n'en est plus de même pour un système non linéaire.
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Étant donné que celui-ci peut avoir plusieurs positions d'équilibre, la stabilité
de l'une de ces positions d'équilibre ne suffit pas à elle seule à prédire la
stabilité du système. Afin de quantifier l'influence de la stabilité d'un point
d'équilibre sur la stabilité du système, de nouvelles définitions de la stabilité
sont introduites ; on parle de stabilité locale, stabilité globale et région
d'attraction.

IV.4.1 Stabilité locale
La stabilité locale concerne simplement la position d'équilibre considérée, sans
rien préjuger sur le domaine de validité de cette stabilité. C'est une condition
nécessaire, mais non suffisante à la stabilité du système dans un certain
domaine D, contenant cette position d'équilibre.

IV.4.2 Stabilité globale
On parle de stabilité globale lorsque le système est stable pour toutes les
valeurs que peuvent prendre les variables du système. La stabilité globale
possède un intérêt pratique beaucoup plus considérable que la stabilité locale.
Elle ne dépend pas seulement du système, mais aussi des valeurs que peuvent
prendre les variables dans le problème considéré. Ainsi, le même système est
stable ou instable globalement: suivant le domaine de variables auquel on
s'intéresse.

IV.4.3 Région d'attraction
La région autour de la position d'équilibre, à l'intérieur de laquelle toutes les
trajectoires approchent le point d'équilibre est appelée région ou domaine
d'attraction. Sa taille est souvent un facteur très important dans l'évaluation
des performances des systèmes non linéaires.

IV.5 METHODES DE LYAPUNOV

Les faibles non-linéarités dans un système à commander sont, la plupart du
temps, traitées comme des perturbations affectant un modèle linéaire du
système. Toutes les théories, qui ont été développées depuis plusieurs années et
qui sont bien connues des systèmes linéaires sont utilisées. Malheureusement,
ces non-linéarités ne peuvent pas toujours être mises de côté et il faut alors
utiliser d'autres méthodes [2].

Il y a deux approches possibles pour la commande d'un système non linéaire.
La première vise à linéariser le système à commander, afin de profiter des
techniques des modèles linéaires. Cette linéarisation est réalisée, moyennant
des approximations ou des transformations géométriques dans l'espace de
phase. Le système linéarisé est ensuite traité avec la théorie des systèmes
linéaires.

La deuxième approche consiste à trouver une Fonction de Commande de
Lyapunov (fcl) garantissant certaines performances pour le système en boucle
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fermée. De telles fonctions peuvent être très difficiles à trouver pour un
système non linéaire d'ordre élevé. C'est là qu'entre en jeu la technique du
backstepping qui permet de réduire cette complexité.

Toutefois, avant d'introduire le backstepping, les deux méthodes d'analyse des
systèmes non linéaires, fournies par Lyapunov, vont être brièvement décrites.
Une attention particulière sera portée sur la deuxième méthode de Lyapunov
qui fourni un outil très puissant pour tester et trouver des conditions
suffisantes à la stabilité des systèmes dynamiques, sans avoir à résoudre
explicitement les équations différentielles les décrivant [11].

IV.5.1 Première méthode de Lyapunov

Le théorème de stabilité locale de Lyapunov, connu sous le nom de première
méthode, permet de se prononcer sur la linéarisation d'une dynamique autour
d'un point d'équilibre. Cette méthode apporte une validité théorique à la
technique de linéarisation. Elle mentionne que si le système linéarisé est
asymptotiquement stable, alors i1 y a stabilité asymptotique. Dans le cas où le
système linéarisé est instable, il y a instabilité. Par contre si celui-ci est stable
sans pour autant l'être asymptotiquement, alors il est impossible de se
prononcer sur la stabilité.

Ce théorème est d'une importance limitée, car il ne permet d'étudier que la
stabilité d'un point singulier (stabilité locale) et ne donne aucune information
sur le domaine de stabilité (stabilité globale). De plus, dû aux approximations
du premier degré (linéarisation), il n'est pas possible de tenir compte de tous
les types de phénomènes non-linéaires (organe avec zone morte, ...) [12].

IV.5.2 Deuxième méthode de Lyapunov

Cette méthode est basée sur le concept d'énergie dans un système. Pour un
système physique, l'énergie est une fonction définie positive de son état. Dans
un système conservatif, l'énergie reste constante; pour un système dissipatif,
elle décroît. Pour ces deux cas, le système est stable. Si l'énergie croît, le
système est instable [2].

L'idée de cette méthode est d'analyser la stabilité du système, sans avoir à
résoudre explicitement les équations différentielles non linéaires le régissant. Il
suffit simplement d'étudier les variations (signe de la dérivée) de l'énergie (ou
une fonction qui lui est équivalente) le long de la trajectoire du système (figures
3.3). Les théorèmes suivants, qui permettent de se prononcer sur la stabilité
(ou instabilité) d'un système, sont fournis par Lyapunov (1966) [12].

Théorème (Stabilité simple)

 S'il est possible de trouver une fonction V de signe défini dans un domaine D
et dont la dérivée totale V soit semi-définie et de signe opposé dans le même
domaine, l'équilibre est (simplement) stable dans ce domaine (c'est-à-dire
stable non asymptotiquement, voir figure (IV.2)).
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 Stabilité selon la figure (IV.3)

(IV.4)

 Un système est L stable (stable au sens de Lyapunov) si-s-si tout les signaux
appliquées sur le système ne sort pas du domaine roulière du système figure
(III.2). D’un point de vue mathématique Lyapunov à montionner la notion de
stabilité :

0)()0(sitelque00sConsidéron  trtxrxrR (IV.5)

Figure IV.3 Types de stabilité selon Lyapunov.

Théorème (Stabilité asymptotique)
 S'il est possible de trouver une fonction )(xV de signe défini (avec 0)0( V ), dans un

domaine D comprenant la position d'équilibre et dont la dérivée totale par rapport au
temps V soit définie et de signe opposé dans le même domaine, l'équilibre sera
asymptotiquement stable dans ce domaine.

 Dans le domaine roulière un système est asymptotiquement stable si-s-si :

Il est L stable et plus de ça 0)(lim 


tx
t

Théorème (Instabilité)

S'il est possible de trouver une fonction Vdont la dérivée est de signe défini
dans un domaine D comprenant l'origine et que V soit définie de même signe
queV , ou indéfinie en signe, l'équilibre est instable.

Contrairement à la première méthode, la deuxième méthode donne plus
d'information au niveau de la stabilité. Elle a l'avantage de ne pas se limiter à
la prédiction des points d'équilibre, mais bien d'une région d'attraction au tour
de ces points d'équilibre [2].

Stabilité
asymptotique

Stabilité simple

I2
&

I1
&

y(t)

t

Instabilité

21211 )(:)( ItxIIIx 
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Figure IV.4 Contours a énergie constante dans le plan de phase.

Ces théorèmes présentent une condition suffisante à la stabilité. Pour l'étude
de la stabilité d'un système caractérisé par un vecteur d'état x , la méthode
directe de Lyapunov consiste, alors à chercher une fonction )(xV
(représentative de l'énergie) de signe défini qui se prête à l'application de l'un
des théorèmes cités précédemment (Figure IV.4). Il n'y a aucune méthode qui
permet de trouver directement une fonction de Lyapunov pour un système
donné. Néanmoins, il existe des approches qui conduisent, en général, à des
résultats acceptables [11]. Voici quelques exemples de fonction de Lyapunov :

IV.6. FORME QUADRATIQUE

La définition positive de la forme quadratique )(xV peut être déterminée par le
critère de Sylvester qui annonce que )(xV est définie positive si P est définie
positive.

xPxxV T )( (IV.6)

Avec :   ;21 n
T xxxx  ;

21

22221
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





















nx

x
x

x

2

1

Où P est une matrice réelle symétrique.

Exemple 1

313221
2
2

2
1 422410)( xxxxxxxxxV 

Pour déterminer le type de définition de V il faut la mètre sous la forme
xPxxV T )(
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 






































3

2

1

321

112
141
2110

)(
x
x
x

xxxxV

p
  

P est définie positive )(xV est DP

IV.6.1. Deuxième méthode de Lyapunov

Soit le système linéaire Axx  et soit la fonction d’énergie xPxxV T )(

xPAPAxxVAxPxxPAx
AxPxxPAx

xPxxPxxV

TTTTT

TT

TT

)()(
)(

)(











(IV.7)

Le système est stable si 0)( xV c.-à-d. )( PAPAT  est définie négative
Si on pose QPAPAT  avec Q représente une matrice définie positive, dans
ce cas :

xQxxV T )( (IV.8)

Pour la détermination de stabilité en fixe Q (définie positive) et en calcule la
matrice symétriqueP . Si P est DP  le système est stable.

Exemple 2

Soit le système linéaire suivant :















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







2

1

2

1

11
10

x
x

x
x




Etudier la stabilité par la méthode de Lyapunov.

Système stable 0)(  xV QPAPAT  )( . Dans ce cas si Q est DP il
faut trouver P DP

Choix Q DP 









10
01
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10
01et01 

QPAPAT 
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Après développement en trouve :

0
12/1
2/12/3,02/3

12/1
2/12/3









P

P est DP  le système stable.

IV.6.2. Fonction quadratique plus intégrale


i

T duuxPxxV
0

)()(  (IV.9)

Avec  assujettie à certaines contraintes.

Cependant, des inconvénients et des limites existent toujours : L’élaboration
d’une fonction de Lyapunov impose un modèle mathématique simplifié et peu
réaliste. Les résultats des méthodes directes sont conservatifs : on ne peut rien
affirmer quant à la stabilité en dehors du domaine estimé [10, 13].

IV.7. DEFINITION POSITIVE DES FONCTIONS SCALAIRES

On peut dire que la fonction scalaire )(xV :

 Définit positive si 0)0( V et 0,0)(  xxV
 Semi définit positive si 0)0( V et 0,0)(  xxV
 Définit négative si )(xV définit positive.
 Semi définit négative si )(xV Semi définit positive.
 Sans borne radiale si )(xV quand x

Maintenon on peut évoluer le nouveau théorème de stabilité [52].

Théorème (Lasalle-Yoshizawa)
On Considère le système

))(( txfx  (IV.10)

Soit 0ex point d’équilibre du système (IV.10), et soit )(xV une fonction
scalaire différentielle contenu sachons que :

* )(xV Définit positive.

* )(xV Sans borne radiale.

* )()()()( xWxfxVxV x  Avec )(xW Semi définit positive
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Toute solution de (ΙV.10) satisfait :

0))((lim 


txW
t

(IV.11)

Si )(xW Définit positive (DP) alors le point d’équilibre 0ex possède une
stabilité asymptotique globale.

Exemple 3
2
2

2 2)(*
1

xxxV  DP
V
V









0)0(
0

2
21 )()(* xxxV  SDP

V
V









0)0(
0

2
21

2
3 )23()(* xxxxV  DN

V
V









0)0(
0

2
221)(* xxxxV  IndefinieV

Exemple 4
On considère le système :

21 xx 
3
122 xxx 

Si on choisir 2
2

4
1

)( xxxV   on obtient :

2
22

3 2)24()(
1

xxxxV  

Le choix de 21 nous donne la nouvelle expression de V avec
02)( 2

2  xxV évidemment on ne peut pas utilise le théorème (IV.6) comme  il
est par ce que V est Semi définit négative.

IV.8. FONCTION DE COMMANDE DE LYAPUNOV (fcl)

Maintenant on ajoute la commande u et on considère le nouveau système :

),( uxfx  (IV.12)

Notre objectif est de trouver une loi de commande )(xu  telle que l'équilibre
( 0ex ) de l’état désire du système en boucle fermée.

))(,( xxfx  (IV.13)
Soit asymptotiquement stable. Pour cela un bon choix des fonctions )(xV et

)(xW est nécessaire. Avec )(xW une fonction définit positive.
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Nous avons besoin de trouver la commande )(x pour garantir que pour tous
nx 

)())(,()()( xWxxf
dx

xdVxV   (IV.14)

On doit choisir le paire )(xV et )(xW soigneusement pour garantir la
stabilisation du système (IV.12) et vérifier la condition  (IV.14).

IV.8.1 Définition

Une fonction 
nV : définie positive et sans borne radiale est appelée une

fonction de commande de Lyapunov (fcl) pour le système (IV.12) si pour tous
0x

0),()()(  uxfxVxV x
 Pour certaines commandes u (IV.15)

La signification de cette définition est en effet  l’existence de loi de commande
globalement stabilisante est équivalent à l’existence de fcl. Si on à une fcl d’un
système on peut certainement trouver une loi de commande globalement
stabilisante. L’inverse et aussi vrai [14].

IV.8.2 Application au design
Soit à stabiliser l'origine ( 01 x ) du système scalaire :

uxxx T )()( 11111   (IV.16)

Ou 11 et sont des fonctions non linéaires,  est un vecteur de paramètres
connus. Pour ce faire, une fcl )( 1xV doit être choisie et une commande u qui
annule sa dérivée le long de la trajectoire, doit être calculée. Pour un système
scalaire,

2
11 2

1)( xxV  (IV.16)

représente souvent un bon choix [7, 15]. Sa dérivée le long de la solution de
(IV.16) donne :

 uxxxxxxV T )()(..)( 11111111    (IV.17)

Un choix judicieux de u rend )( 1xV négative et assure la stabilité asymptotique
de l'origine du système. Un exemple de commande est donné par le choix de u
tel que :

0,)()( 1111111  kxkuxx T  (IV.18)
Ce qui donne :
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))((
)(

1
1111

11
xkx

x
u T  


(IV.19)

La dérivée s'écrit alors:

0)( 2
11 1
 xkxV (IV.20)

D'où la stabilité asymptotique de l'origine. Le fait que, dans (IV.20), V soit
semi-définie négative n'implique pas forcément une stabilité simple.
L'ensemble des points où la dérivée s'annule ne constitue pas une trajectoire
possible du système, puisqu'elle ne s'annule qu'à l'origine. On peut donc, selon
le théorème de Barbašin et Krasovskij [16], affirmer la stabilité asymptotique.

Remarque (Choix de la commande)
Le choix de u n'est pas unique. Un bon choix permet de rendre négative la
dérivée, sans supprimer les non-linéarités utiles dans le système, ni augmenter
inutilement l'effort fourni par l'actionneur.

Exemple

Soit à stabiliser l'origine ( 01 x ) du système scalaire :

uxxx  3
1

2
11 5

Il s’agit de formuler une fcl 0)( xV pour le variable d’état du système, et de
choisir la loi de commande u qui fera décroître cette fonction. En définissant la
fonction de Lyapunov par :

2
11 2

1)( xxV 

Pour que la fonction de lyapunov décroisse, il suffit d’assurer que sa dérivée est
négative. Ceci est vérifie si :

0)5.(.)( 3
1

2
11111  uxxxxxxV 

Un choix judicieux de u rend )( 1xV négative et assure la stabilité asymptotique
de l'origine du système.

0,5 111
3
1

2
1  kxkuxx

Par exemple on choisir u comme :
3
1

2
111 5 xxxku 

La dériver prend la forme suivante :
0)( 2

11 1
 xkxV

D’où la stabilité asymptotique de l'origine est assurée.
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IV.8.3 Choix de la fonction de Lyapunov

Même pour des systèmes simples et en l'absence d'incertitudes, le choix de la
fonction de Lyapunov, et de la loi de commande (qui en dépend directement),
n'est pas toujours facile. Aucune règle générale n'existe quant au choix d'une
telle fonction. Et quand on sait l'influence de ce choix sur le comportement
général du système, on comprend l'intérêt qu'a suscité ce problème ces
dernières années. Un bon choix de la fonction de Lyapunov permet d'assurer
une stabilité dans une large plage de fonctionnement, voire même globale.
Différentes approches ont été présentées dans [16], concernant la construction
des fonctions de Lyapunov dans le cadre de l'analyse des systèmes simples.

IV.9. CONCLUSION

Ce chapitre présent, dans un premier temps, une brève introduction sur les
notions théoriques de stabilité des systèmes non linéaires et du vocabulaire
qu'il comporte et, dans un deuxième temps, il introduit des notions de base de
stabilité selon la théorie de Lyapunov.

Dans ce chapitre on à définit le concept fcl qui est un outil principal pour la
conception des commandes non linéaires. Beaucoup de recherche ont été
effectuées dans le domaine de la commande des systèmes non linéaires. Le
backstepping qui fait l’objet de chapitre suivant fait partie de ces nouvelles
méthodes de commande. Cette approche consiste à trouver une fonction de
Lyapunov qui permet de déduire une loi de commande pour le système tout en
assurant la stabilité globale de commande.



Chapitre V

Commande par Backstepping

V.1. INTRODUCTION

La plupart des systèmes physiques (procédés) qui nous entourent sont non
linéaires. Bien souvent, ces non linéarités sont faibles ou ne sont pas visibles
sur la plage d'opérations de ces procédés. Le souci constant d'améliorer les
performances des systèmes commandés conduit à des modélisations de plus en
plus précises qui permettent de répondre sur une plus large plage d'opérations.
C'est à ce moment que les non linéarités se font sentir et rendent les outils
d'analyse et/ou de synthèse des lois de commande, utilisés dans le domaine
linéaire, caduques et absolument incapables de rendre compte de certains
phénomènes. C'est pourquoi, depuis quelques années, beaucoup de recherche
ont été effectuées dans le domaine de la commande des systèmes non linéaires.
Le backstepping [9, 17] fait partie de ces nouvelles méthodes de commande.
Cette approche consiste à trouver une fonction de Lyapunov qui permet de
déduire une loi de commande pour le système tout en assurant la stabilité
globale de la commande.

Ce chapitre présent, dans un premier temps, une brève introduction sur les
notions théoriques de stabilité des systèmes non linéaires et du vocabulaire
qu'il comporte ces notions de bases sont nécessaires à la compréhension des
subtilités de la théorie du backstepping et, dans un deuxième temps, il
introduit la synthèse d’une commande par backstepping dédie au machine
asynchrone (MAS) basée sur le principe de l'orientation du flux rotoriques.

V.2. DESIGN PAR BACKSTEPPING

Le design d'un contrôleur pour un système non linéaire de la forme :

),,,( tuxx  (V.1)

Où le vecteur d'état x est de dimension élevée, peut souvent s'avérer une tâche
difficile, voire impossible. La technique du backstepping offre une méthode
systématique pour répondre à ce type de problème. Elle combine la notion de
fonction de contrôle de Lyapunov (fcl) avec une procédure récursive de design.
Cela permet de surmonter l'obstacle de la dimension et d'exploiter la souplesse
de conception dans le cas scalaire pour résoudre les problèmes de commande
pour des systèmes d'ordre plus élevé. Ne faisant pas nécessairement appel à la
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linéarisation, le backstepping permet, quand il y en a, de conserver les non-
linéarités utiles qui, souvent, aident à conserver des valeurs finies du vecteur
d'état. Cette technique suppose que l'on est en mesure de trouver au moins
pour un système scalaire, une loi de commande u et une fonction de contrôle de
Lyapunov V (x) qui stabilise son origine. [18]-[20].

La méthode consiste à fragmenter le système en un ensemble de sous-
systèmes imbriqués d'ordre décroissant. Le calcul de la fonction de Lyapunov
s'effectue, ensuite, récursivement en partant de l'intérieur de la boucle. A
chaque étape, l'ordre du système est augmenté et la partie non stabilisée lors
de l'étape précédente est traitée. À la dernière étape, la loi de commande est
trouvée. Celle-ci permet de garantir, en tout temps, la stabilité globale du
système compensé tout en travaillant en poursuite et en régulation.

Contrairement à la plupart des autres méthodes, le backstepping n'a aucune
contrainte au niveau du type de non linéarité. Cependant, le système doit se
présenter sous la forme dite paramétrique pure. Les équations d'un tel système
sont données par

1

2121

121112111

32122122

211111

),,,(),,(
),,,(),,(

),(),(
)()(

xy
uxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxx
xxxx

nn
T

nnn

nnn
T

nnn

T

T































(V.2)

Ou  est un vecteur de paramètres constants, ii  et sont des fonctions non
linéaires connues. n

ni xx  0)(et0)0( 

Dans le cas où le système à commander fait partie de la classe plus restrictive
des systèmes dits à forme paramétrique stricte )1( i , les propriétés de
poursuite et de régulation obtenues sont globales [15]. Pour les systèmes à
forme paramétrique pure, l'étendue de la validité de ces propriétés dépend du
domaine de définition des transformations géométriques (difféomorphismes)
qui permettent de ramener le système sous la forme stricte. Dans le cas où ce
domaine est n , les propriétés sont également globales.

Remarque (Simplification)
Pour toutes les méthodes qui seront présentées, la procédure de design restera
la même, pour les systèmes d'ordre n ≥ 3. Afin de simplifier les expressions, les
systèmes utilisés seront d'ordre 3. Les résultats généraux (ordre n) seront
toutefois donnés. Il faut noter que le nombre des étapes, nécessaires à la
construction de la commande, de la fcl et éventuellement de la loi d'adaptation,
est égal à l'ordre du système [7, 15,21].
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V.2.1 Algorithme de base

Afin d'illustrer le principe de la méthode du backstepping, on considère le cas
des systèmes non linéaires de la forme [22]:

211111 )()( xxxx T   (V.3)
32122122 ),(),( xxxxxx T   (V.4)
uxxxxxxx T ),,(),,( 321332133   (V.5)

Le vecteur des paramètres  est supposé connu. On désire faire suivre à la
sortie 1xy  le signal de référence ry où rrr yyy  et, sont supposées connues et
uniformément bornées. Le système étant du troisième ordre, le design
s'effectue en trois étapes.

Étape 1
On considère d'abord l'équation (V.3), où la variable d'état 2x est traitée comme
une commande (fictive !) et l'on définit la première valeur désirée r

d yx  01 

La première variable d'erreur se définit par :

01111  xxxe d (V.6)

Avec ces variables, le système (V.3) s'écrit :

021111011 )()(    xxxxe T (V.7)

Pour un tel système, il a été montré dans chapitre précédent (IV.16) que la
fonction quadratique

2
111 2

1)( eeV  (V.8)

Constitue un bon choix de fcl. Sa dérivée, le long de la solution de (V.8), est
donnée par :

 02111111111 )()(..)(    xxxeeeeV T (V.9)

Un choix judicieux de 2x u rend )( 11 eV négative et assure la stabilité
asymptotique de l'origine du sous-système. Prenons comme valeur de 2x la
fonction 1 telle que:

0,)()( 111011111  kekxx T   (V.10)

Ce qui donne :
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))((
)(

1
11011

11
12 ekx

x
x Td  


  (V.11)

La dérivée s'écrit alors:

0)( 2
111 1
 ekeV (V.12)

d'où la stabilité asymptotique de l'origine de (V.6).

Étape 2
On considère les sous-systèmes (V.6)-(V.7) et l'on définit la nouvelle variable
d'erreur

12222  xxxe d (V.13)

qui représente l'écart entre la variable d'état 2x et sa valeur désirée 1 . À cause
du fait que 2x ne peut être forcée à prendre instantanément une valeur désirée,
en l'occurrence 1 , l'erreur 2e n'est pas, instantanément, nulle. Le design dans
cette étape consiste, alors, à forcer 2e à s'annuler avec une certaine dynamique,
choisie au préalable.

Les équations du système à commander, dans l'espace ),( 21 ee , s'écrivent :

012111 ).(    ee T (V.14)

1322122    xxe T (V.15)

pour lequel on choisit comme fonction de Lyapunov

2
21212 2

1),( eVeeV  (V.16)

Cette dernière a pour dérivée, le long de la solution de (V.14)-(V.15)

)(
)()(
)())(.(),(

1113222
2
11

111322201111

13222012111212

exeek
exee

xeeeeeV

T

TT

TT



















(V.17)

Le choix de la valeur désirée de 3x devient évident. Ce dernier est donné par :

)(1
111222

2
23 eekx Td 


   (V.18)

où 02 k , 1 calculée analytiquement.

r
r

r
r

y
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y
y

x
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













 11

1
1

1
1

 (V.19)
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Un tel choix permet de réduire la dérivée :

02
22

2
112  ekekV (V.20)

ce qui assure la stabilité asymptotique de l'origine de (V.14) et (V.15).

Étape 3
Le système (V.3)-(V.5) est maintenant considéré dans sa globalité. La variable
d'erreur

23333  xxxe d (V.21)

est définie, ce qui permet d'écrire les équations du système, dans l'espace des
erreurs ),,( 321 eee

012111 ).(    ee T (V.22)

123222 ).(    ee T (V.23)

2333    ue T (V.24)

Avec comme fonction de lyapunov :

2
323213 2

1),,( eVeeeV  (V.25)

la dérivée, le long de la solution de (3.22)-(3.24), devient :

)(),,( 222333
2
22

2
113213 eueekekeeeV T    (V.26)

À présent, on est en présence de la vraie commande (qui, contrairement à 2x et
3x , peut être instantanément forcée à prendre n'importe quelle valeur désirée-

physiquement réalisable-). Un bon choix de celle-ci est donné par :

)(1
222333

3
eeku T 


  (V.27)

Où 03 k , 2 calculée analytiquement. Avec ce choix, on à :

02
33

2
22

2
113  ekekekV (V.28)

D’où la stabilité asymptotique de l'origine de (V.22)-(V.24). Ceci se traduit par
la stabilité, en boucle fermée, du système originel (V.14)-(V.15) et le réglage à
zéro de l'erreur de poursuite ryy  . Les deux principaux objectifs du design sont
alors atteints.

Remarque

Les paramètres de design ),,2,1( niki  , sont directement liés à la position
de pôles de la boucle fermée. Leur choix permet de faire un placement des
pôles, fixant ainsi la dynamique en régulation de cette boucle.
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V.2.2. Exemple

Soit à stabiliser l'origine le système :

2
3
1

2
11 xxxx  (V.29)
32 xx  (V.30)
ux 3 (V.31)

Étape 1

Le sous-système (3.29) est considéré en premier lieu. Étant donné que 00  ,
on prend comme fonction de commande de Lyapunov

2
111 2

1)( xxV  (V.32)

Sa dérivée, le long de la solution de (V.32), est donnée par :

)(.)( 2
3
1

2
111111 xxxxxxxV   (V.33)

Avec le choix (qui préserve les non-linéarités utiles, ie 3
1x .)

1
2
112 xxxd  (V.34)

la dérivée s'écrit :

2
1

2
1

4
11

2
1

3
1

2
1111 )()( xxxxxxxxxV  (V.35)

Ce qui implique que l'origine de (V.29) est globalement asymptotiquement
stable.

Étape 2
Cette fois, on considère (V.29)-(V.30) et l'on définit la nouvelle variable :

1
2
12122 xxxxe   (V.36)

Le sous-système (3.29)-(3.30) s'écrit alors :

21
3
111 exxx   (V.37)

13122    xxe (V.38)

Si l'on prend pour fcl

2
2

2
1212 2

1
2
1),( exexV  (V.39)

sa dérivée le long de la solution de (V.37)-(V.38) est donnée par :

)(),( 1132
2
1

4
12211212 xxexxeexxexV   (V.40)



Chapitre V                                                                                    Commande par Backstepping

Université Mohamed BOUDIAF de M’Sila 54

Il suffit, à présent, de choisir la valeur désirée 2 de 3x pour rendre négative
cette dérivée. Un tel choix est donné par :

221123 ekxxd    (V.41)

Où : ))(12()12( 2
3
1

2
11111 xxxxxx  

Étape 3
Tout le système (V.29)-(V.31) est maintenant considéré. On définit la nouvelle
variable d'erreur

23333  xxxe d (V.42)

Ce qui permet d'écrire le système (V.29)-(V.31) sous la forme :
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exxx
(V.43)

Le choix de la fcl :

2
3

2
2

2
13212 2

1
2
1

2
1),,( eexeexV  (V.44)

et le calcul de sa dérivée le long de la trajectoire de (V.43), de la même manière
qu'à l'étape 2, permet d'obtenir la commande qui assure la stabilité
asymptotique de l'origine du système. Après calcul et simplification (avec

1321  kkk ), cette commande est donnée par :
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 (V.45)
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 xxx

x
xxx

x
u (V.46)

V.3 COMMANDE PAR BACKSTEPPING BASEE SUR LE PRINCIPE
DE LA COMMANDE VECTORIEL

L'approche du backstepping, que nous allons appliquer pour la commande de la
machine asynchrone, est basée sur le principe de l'orientation du flux rotorique
[23]. Dans ce qui va suivre, nous allons tout d’abord présenté dans un premier
temps un bref historique du backstepping. Dans un deuxième temps donner le
principe de la commande vectorielle, Finalement, l'application du backstepping
à la commande de la machine.
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V.3.1 Introduction au backstepping

Le backstepping a été développé par Kanellakopoulos [25] et inspiré par les
travaux de Feurer & Morse [26] d'une part et Kokotovic & Sussmann [20]
d'autre part. Elle offre une méthode systématique pour effectuer le design d'un
contrôleur pour Les systèmes non linéaires. L'idée consiste à calculer une loi de
commande afin de garantir que la dérivée d'une certaine fonction (de
Lyapunov) soit définie positive et que se dérivée soit toujours négative. La
méthode consiste à fragmenter le système en un ensemble de sous-systèmes
imbriqués d'ordre décroissant. Le calcul de la fonction de Lyapunov s'effectue,
ensuite, récursivement en partant de l'intérieur de la boucle. A chaque étape,
l'ordre du système est augmenté et la partie non stabilisée lors de l'étape
précédente est traitée. À la dernière étape, la loi de commande est trouvée.
Celle-ci permet de garantir, en tout temps, la stabilité globale du système
compensé tout en travaillant en poursuite et en régulation.

V.3.2 Modèle le la MAS

Le modèle de la machine asynchrone dans le repère (d-q) est donné par [24]:


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





(V.47)

Avec :
T

rdqsd
T ixxxx ]i[]x[ s4321  ; rdd  ;

3

2
7 .
x
xa

dt
d

r
s

s  

V.3.3 Application du backstepping à la commande de la MAS

La technique de commande par backstepping est une méthode de synthèse en
non linéaire quand il est difficile d’appliquer la méthode directe de lyapunov.
L'application du backstepping à la commande de la machine est divisée en deux
étapes [11, 23, 24].

Etape 1

Cette première étape consiste à identifier les erreurs 1 et 2 qui représentent
respectivement l’erreur entre la vitesse électrique réelle r et la vitesse
électrique de référence d

r ainsi que le module du flux rotorique d et celui de
référence d

d .

332

441

xx
xx

d

d








(V.48)
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La dérivée de l’erreur est donnée par:

110383332

41532144441 .
xaxaxxx

dCxaxxaxxx
dd

r
dd












(V.49)

La première fonction de Lyapunov est définie par:

 2
2

2
11 2

1  V (V.50)

On choisie les fonctions stabilisantes comme suit:

)(1)(

)(1)(

38322
10

1

415411
314

2

xaxk
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x

dCxaxk
xa

x

d
ref

r
d

ref


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






(V.51)

Ou : 022
3   rrx

Alors la dynamique des erreurs est donnée par:

111  k ; 222  k (V.52)

La dérivée de la fonction de lyapunov par rapport au temps est:

02
22

2
111  zkzkV (V.52)

Avec : 01 k , 02 k

Etape 2
Dans cette étape, on définie deux nouvelles erreurs des composantes du
courant statorique données par :

  2415411
314

223 .1)( xdCxaxk
xa

xx r
d

ref   (V.53)

  138322
10

114
1)( xxaxk
a

xx d
ref   (V.54)

Alors l’équation (V.49) sera de la forme:

410222

314111

.
.



ak
ak






(V.55)

La dérivée de (V.53) et (V.54) nous donne:

222223 )()()( buxfxxx refref   (V.56)

111114 )()()( buxfxxx refref   (V.57)
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Où : 322111 )( xaxxaxf s   et 4352112 )( xxaxaxxf s  

Pour définir les lois de commande, on adopte une nouvelle fonction de lyapunov
décrite par l’expression suivante:

 2
4

2
3

2
2

2
12 2

1  V (V.58)

Ainsi la dérivée de la fonction de lyapunov finale est :

443322112   V (V.59)

Sa dérivée est donnée par:

 
 111444

222333
2
44

2
33

2
22

2
112

)()(
)()(

buxfxk
buxfxkkkkkV

ref

ref












(V.60)

Où : 03 k , 04 k

On choisie la commande comme suit :

 

 )()(1

)()(1

23322

14411

xfkx
b

Vu

xfkx
b

Vu

refsq

refsd













(V.61)

La dérivée de l’erreur 3 et 4 sera comme suit :

442104

1314333




ka
xak







(V.61)

Donc à partir de l’équation (V.55) et (V.61) on peut écrire :

 .A (V.62)
Avec :


























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3314
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00
00

00
00

ka
kxa

ak
ak

A et




















4

3

2

1








V.4 STRUCTURE GENERALE DE LA COMMANDE

La figure (III.4) représente le principe de la commande par backstepping de la
machine asynchrone. La première étape de la commande par backstepping
consiste à générer les courants de référence refsdi )( et refsqi )( , représentant la
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commande fictive. L'erreur entre ces références et les grandeurs réelles des
courants résulte de nouvelles erreurs 3 et 4 . Enfin on adapte la loi de
commande sdV et sqV à partir de l’équation (V.61) pour assurer la stabilité de la
machine.

Figure V.1 Principe de la commande par backstepping de la machine asynchrone.

Remarque

Il suffit de manipuler les quatre gains de réglages ),2,1( iki pour aboutir
aux meilleurs résultats. Néanmoins cette commande présente une insuffisance
quant au rejet de l'effet des défauts malgré l’augmentation de la robustesse
(cette dernière a permet de diminue l'erreur sur la vitesse et le flux mais
n'annule pas l’effet de défauts sur les courants dans le cas de la MAS).

V.5 CONCLUSION

Ce chapitre donne quelques notions théoriques de stabilité des systèmes non
linéaires ces notions de bases sont nécessaires à la compréhension des
subtilités de la commande par backstepping basé sur la théorie de Lyapunov et,
dans un deuxième temps, il introduit la synthèse d’une commande par
backstepping pour un système académique (avec un exemple de base) pour la
bonne compréhension de cette commande. En fin, l’application de cette
stratégie de commande aux machines asynchrones (MAS) basée sur le principe
de l'orientation du flux rotoriques fait l’objet de la dernière partie.

r
d
r

d

Commande par backstepping

+ -

sqi
sdi  ,r

sV

sV

sdV

sqV
 ,si-+

-+

d
d

refsdi )(

refsdi )(

MAS


dq

1

2

3

4Génération du
courant refsdi )(

dq


+ -

Génération
du sdV

Génération
du sqV

Génération du
courant refsqi )(



Chapitre VI

Commande basée sur la passivité

VI.1. INTRODUCTION

La commande basée sur la passivité (Passivity Based Control (PBC)) est une
technique bien établie qui s’est montrée très puissante pour concevoir des
commandes robustes pour les systèmes physiques. Héritées de phénomènes
physiques bien connus, les notions de passivité sont adaptées à plusieurs
domaines scientifiques et se montrent efficaces pour la régulation de systèmes
électriques, mécaniques et électromécaniques présents en plusieurs domaines
de l’ingénierie, tels que la robotique, l’électronique de puissance, etc.

La commande basée sur la passivité (inspirée des travaux de Takegaki et
Arimoto [27] dans la commande des robots manipulateurs) permet d’obtenir des
contrôleurs robustes qui ont une interprétation physique claire en termes
d’interconnexions du système avec son environnement. En particulier, l’énergie
totale du système en boucle fermée est la différence entre l’énergie du système et
l’énergie fournie par le contrôleur. De plus, vu que la structure d’Euler-Lagrange est
préservée en boucle fermée, la commande via la passivité dispose d’une
stabilité robuste vis-à-vis des effets dissipatifs non modélisés et exhibe des
performances robustes dues à son optimalité inverse [28].

VI.2. NOTIONS DE PASSIVITE ET DISSIPATIVITE

La commande basée sur la passivité à été introduit pour la première fois en
1989 pour définir une méthodologie de conception de commandes qui assurent
la stabilité des systèmes en rendant passifs des sous systèmes convenablement
définies [29]. L’idée de base de la passivité consiste à façonner l’énergie totale
du système puis à ajouter un terme d’amortissement. Les équations d'Euler-
Lagrange (EL) permettent d’obtenir aisément cette formulation. En plus, si
cette commande est capable d’injecter un terme dissipatif additif au système,
alors la convergence à l’état désiré peut être améliorée par rapport à celle
atteinte avec dissipation fournie par le système.

Un système continu avec une entrée u(t) et une sortie y(t) est dit dissipatif s’il
existe une fonction V(t) > 0 vérifiant l’équation suivante [30]:

  ftT dtththtutyV
0

0)(avec)()()( (VI.1)
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Où 0)( th et )()( tutyT représente une puissance. Le système est dit passif si
l’énergie qu’il rentre est plus importante que celle qu’il sorte à l’extérieur. On
comprend ainsi qu’un système passif est nécessairement stable [31]. D’une
manière générale, un système qui dissipe son énergie va perdre au fur et à
mesure toute son énergie initiale et se rapproche d’une configuration qui
correspond à l’énergie nulle.
Soit un système non linéaire de la forme suivante:







),(

),(),(
txhy

utxgtxfx (VI.2)

avec, hgfuyx mmn ,,,,,  sont continues en t et lentement variables en
x. Le système (IV.2) est dit passif s’il existe une fonction scalaire continue et
positive V :  n qui satisfait 0,0),0(  ttV , de telle manière que :

0avec)),(()),(()()( 000
0

 ttttxVttxVduy
t

t
T  (VI.3)

A partir de  (VI.3) on obtient des résultats fondamentaux sur la stabilité du
système. Si l’on fixe 0u on observe une décroissance de V(x) à partir de
n’importe quelle trajectoire de (IV.2), ce qui montre que les systèmes passifs
avec une fonction de stockage définie positive sont stables au sens de
Lyapunov. La même propriété est observée si l’on annule la sortie (y = 0), ce qui
implique une dynamique des zéros stable [32].

VI.3. DEFINITIONS

La propriété d'atténuation des perturbations est liée au concept de passivité.

Définition 1. (Van der Shaft)
Un système non linéaire de la forme [28]:

),(
),(

wxhz
wxfx


 (VI.4)

Avec ),( wxf est localement dissipatif autour de )0,0(),( wx s'il existe une
fonction de stockage )(xS positive telle que 0)0( S et une fonction ),( zws
localement intégrable pour tout w , telles que :


t

dzwsxSxS
00 ))(),(()()(  (VI.5)

sur tout l'intervalle [0, t].

Si )(xS est différentiable, l'équation (VI.5) peut être mise sous la forme :

),()( zwsxS  (VI.6)
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)),(,(),( wxhwswxf
dx
dS

 (VI.7)

Une particularité de s permet de définir la passivité du système (VI.4).

Définition 2. (Van der Shaft)

Le système (VI.4) est dit passif s'il est dissipatif et si la fonction s s'exprime
par zwzws T),( [28].

Définition 3.

Un système est dit passif si l’énergie stockée dans le système ne peut pas
dépasser l’énergie qui lui est apportée, la différence étant dissipée.

VI.4. COMMANDE BASEE SUR LA PASSIVITE (PBC)

La commande basée sur la passivité est une technique bien établie qui s’est
montrée très puissante pour concevoir des commandes robustes pour les
systèmes physiques, ont une interprétation physique claire en termes
d’interconnexion du système avec son environnement. Elles sont robustes vis-à-
vis des effets dissipatifs même non modélisés [33]. La PBC utilise soit :

 La technique de mise en forme de l’énergie (energy shaping) ou on
modifié l’énergie totale de système de façon à ce que la nouvelle fonction
d’énergie ait un minimum avec le comportement désiré.

 La technique d’ajout d’amortissement au système ou on modifie la
fonction de dissipation d’énergie afin d’imposer la stabilité asymptotique
du système commandé. Une caractéristique de cette technique est que
les dynamiques du système en boucle fermée définissent un système
passif.

VI.4.1 Fonction de stockage

Supposons qu’il existe une fonction continue 0)( tH , on appelle fonction de
stockage du système d’entrée )(tu et de sortie )(ty , la fonction donnée par le
théorème suivant [29]:


T T tdtutyHtH
0

)()()()0()( (VI.8)

Pour toutes fonctionsu , tout 0T et tout )0(H . Alors le système d’entrée )(tu
et de sortie )(ty est passif.

Supposons en plus, qu’il existe deux constantes 0 et 0 telles que :

  
T T TTT T tdtytytdtututdtutyHtH
0 00

)()()()()()()()()()0()(  (VI.9)
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Pour toutes fonctionsu , tout 0T et tout )0(H . Alors le système est
strictement passif en entrée si 0 , strictement passif en sortie si 0 et
strictement passif si 0 et 0 .

Si on considère que )(TH correspond à l’énergie du système, que 
T T tdtuty
0

)()()(
correspond à l’énergie injectée dans le système par la commande sur [0,T]alors :


T T tdtutyHTH
0

)()()()0()( (VI.10)

VI.4.2 Exemple

Figure VI.2. Un circuit électrique R-L-C est un système dynamique passif.
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VI.4.3 Déférences entre Lyapunov et passivité :

a) Lyapunov :

Système sans entrée 0)(  V
dt
dxfx

b) Passivité :

Système entrée-sortie fourniePuissance
)(

),(








V
dt
d

xhy
uxfx

VI.4.4 Propriétés

L’immense avantage des systèmes passifs est leur plasticité lors de connexion
en tout genre. En effet, ces systèmes se comportent très bien lors de connexion
en série, car les systèmes agissent en quelque sorte indépendamment de leur
connexion. Mais ils se comportent également très bien lors de connexion à la
fois en parallèle et en rétroaction. Ce dernier cas est important lors
d’association des sous-systèmes passifs en retour de sortie [29].

Soit le système :







)(
),(

xhy
uxfx (VI.11)

S’il existe   H, et gyuH T  , avec 0g , alors le système est passif
[29].

a) Connexion parallèle
Lors d’une connexion parallèle chacun des deux systèmes comporte une
fonction de stockage interne H1 et H2 respectivement:

2222

1111

gyuH
gyuH

T

T







(VI.12)

212121 )( ggyyuHHH T  

gyuH T  (VI.13)

Où l’on a fait l’usage de la particularité de la connexion parallèle. Le calcul
montre donc que, si l’on considère 21 HHH  comme fonction de stockage
associé à l’assemblage constitué par la connexion en parallèle des deux
systèmes individuels, alors cet assemblage répond à la même définition 1, en
utilisant cette fois-ci 21 HHH  et 21 ggg 
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Figure VI.1. Connexion parallèle

b) Connexion par rétroaction
La connexion par rétroaction est plus pernicieuse étant donné que les deux
systèmes interagissent d’amont en aval et ceci à l’infini. Soit donc la connexion
par rétroaction négative [29].

Figure VI.2. Connexion par rétroaction

Pour la quelle chacun des sous-systèmes constitutifs obéit à la (IV.11). En
tenant compte de la particularité de la connexion,

2222

1111

gyuH
gyuH

T

T







(VI.14)

211

212112

212212212121

)(
)()(

ggyu
ggyyyyu
ggyuyyuggyyuHHH

T

TTT

TTTT





 

gyuH T  (VI.15)

et la même constatation que dans le cas de la connexion parallèle est déduite :
Le système est passif avec comme fonction de stockage 21 HHH  et terme de
dissipation 21 ggg 
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VI.5 PASSIVITE DES SYSTEMES LINEAIRES

Soit le système linéaire donner par [34]:

01
1

1

01
1

1)(
asasas

bsbsbsbsG n
n

n

m
m

m
m




 







 (VI.16)

Théorème
Le système

)(
)()(

sU
sYsG  est passif   0)(  jGe

Figure VI.3. Réponse d’un système linéaire dans le plan de phase

Figure VI.4. Illustration pour la démonstration de la passivité

VI.6 APPLICATION DE LA COMMANDE PBC

Un système dynamique sous modèle PCH (Port Controlled Hamiltonian) à une
représentation mathématique de la forme :

 








Hxgy
uxgHxRxJx

T)(
).()()( (VI.17)

La commande basée sur la passivité à assignement d’amortissement et
d’interconnexion (IDA-PBC) de système en boucle fermée est écrite par (VI.18).

   )()()(.)(.)(.)( 1 xfHxRxJxgxgxgu ddd
TT 

 (VI.18)
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VI.6.1 Exemple 1 (système non linéaire)

On considère le système non linéaire suivant [35]:









uxxx
xxx

212

2
211



  (VI.19)

Avec : 0

Nous écrivons le système (VI.19) sous la forme de PCH :

ugHRJx .)(  (VI.20)

Avec : 
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1
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1)( xxxH  (VI.21)

L’objectif de commande est de réguler, par exemple 2x à une valeur désirée dx2 .

L’équilibre correspondant à l’équation (VI-19) est donnée par :
3

2
*2

2
*
1 )(,)( dd xuxx  

En utilisant la technique IDA algébrique, nous écrivons l’équation (VI.20)
comme suit :

ddd HRJx  )( (VI.22)

Avec : 



















r

R
x

x
J dd 0

01;
0)(

)(0




2
22

2*
11 )(

2
1)(

2
1)( d

d xxxxxH 


(VI.23)

),( 21 xx est une fonction qui sera déterminée par l’équation matricielle (VI.24).
0,0  r sont des paramètres ajustables.

ddd HRJugHRJ  )(.)( (VI.24)

A partir de la première ligne de l’équation matricielle (IV.24) on obtient :

)()( 22
*
11

2
21

dxxxxxx 

 (VI.25)

nous pouvons déduire :

)()(),( 22
*
1

2
2

22
21

d
d xxxx

xx
xx 


  (VI.26)

en substituant ceci dans la deuxième ligne de l’équation matricielle (IV.24) :
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)()( 22
*
1121

dxxrxxuxx 


 (VI.27)

Alors la commande u est écrit par :

)())(( 2222
*
1121

dd xxrxxxxxxu 


 (VI.28)

Cette commande représente un système hamiltonien en boucle fermé avec
),,( ddd HRJ , et qui à ),( 2

*
1

dxx point d'équilibre globalement asymptotiquement
stable.

VI.6.2 Exemple 2 (machine à courant continu)

On considère un moteur à courant continu à aimant permanent (le couple est
constant ffem iLC  ) [35].
Le système PCH est décrit par:

uggHRJx u.)(  (VI.29)

  ,x ,  est le flux inducteur et  est la vitesse angulaire.

Les matrices d’interconnexion, de dissipation et de port sont :
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On considère que le couple mécanique est une perturbation externe. r et Cf
représentent respectivement les pertes électrique et mécanique, la fonction
hamiltonien est donnée par :

22

2
1

2
1)( 

JL
xH (VI.30)

Avec : L et J représentent l’inductance et l’nertie de moteur.

L’objectif de commande est de régulé, par exemple, la vitesse  à une valeur
désirée * . Les points d’équilibres pour le courant et la tension sont :

)(1 **
rf CC

K
i   (VI.31)

*** . emCiru  (VI.31)

en appliquant IDA-PBC sur le moteur avec la fonction d’énergie hamiltoniene
désirée Hd d’écrit par :
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2*2* )(
2
1)(

2
1)()( 

JL
xHxHd (VI.32)

Avec : JiL  ;.



































*

*




ii
H
i

H
(VI.33)

Pour résoudre l’équation matricielle (VI.32) .on considère généralement que les
matrices J et R, Tel que :
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**
**

bJ
JrRJ (VI.34)

La première ligne de l’équation matricielle (VI.34) donne la commande désirée
et la seconde ligne impose :

rfem CCiCbiiJ   )()( **** (VI.35)

On utilise l’expression du point d’équilibre emCJ * , Puisque *r est un
paramètre libre, on remplace dans la premier ligne de l’équation matricielle
(VI.31) on trouve la commande u.

*** .)( emCiriiru  (VI.36)

VI.7 CONCLUSION

Ce chapitre donne une brève introduction, notions de base, ainsi quelques
définitions sur la commande basée sur la passivité.  Cette stratégie permet
d’obtenir des contrôleurs robustes qui ont une interprétation physique claire en
termes d’interconnexions du système avec son environnement. Ce chapitre ce
clôture par des exemples qui concernent la conception d’une stratégie de
commande basée sur la passivité dédiée au système non linéaire et à la
machine à courant continu.
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