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Résumé
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@ ans ce mémoire, nous avons étudie un probléme inverse pour déterminer numériquement un co-
efficient dépendant de 'espace dans une équation de diffusion-onde fractionnaire. Nous avons
présenté un schéma de différence fini implicite pour le probleme direct basé sur la discrétisation d"une
équation intégro-différentielle équivalente et l'interpolation linéaire de Lagrange. Nous avons prouvé
la stabilité et la convergence de ce schéma implicite a 1’aide de I'analyse matricielle. Avec la méthode
de Thomas, nous avons calculé la solution numérique de probleme direct par un exemple numérique.
Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion basé sur la méthode des moindres carrés avec
régularisation d’homotopie pour résoudre le probléme inverse . Nous avons donné des exemples numé-
riques pour montrer que 'algorithme d’inversion proposé est efficace et stable.

Mots-Clés : Equation de diffusion-onde fractionnaire, Equation intégro-différentielle, Interpolation
linéaire de Lagrange, Moindres carrés, Régularisation d’Homotopie .

U n this memoir, we studied an inverse problem to numerically determine a space-dependent coeffi-
cient in a fractional diffusion-wave equation. We presented an implicit finite difference scheme for
the direct problem based on the discretization of an equivalent integro-differential equation and La-
grange linear interpolation. We proved the stability and convergence of this implicit scheme using matrix
analysis. With Thomas’s method, we calculated the numerical solution of direct problem by numerical
example. Then, we proposed an inversion algorithm based on the least squares method with the Homo-
topy regularization to solve the inverse problem. We have given numerical examples to show that the
proposed inversion algorithm is efficient and stable.

Keywords : Fractional diffusion-wave equation, Integro-differential equation, Linear interpolation of
Lagrange, Least squares, Homotopy regularization .
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Introduction générale

es équations fractionnaires en temps ou en espace ont fait 1'objet de nombreuses études ces

dernieres années. Elles présentent de préférence des avantages pour la description de phéno-

menes de diffusion anormaux dus a la propriété non locale des dérivées d’ordre fractionnaire.
Au cours des dernieres décennies en particulier, des équations aux dérivées partielles d’ordre fraction-
naire ont été utilisées avec succes pour la modélisation des nombreuses phénomenes dans différents
domaines d’applications. Par exemple, une diffusion anormale est souvent observée dans des matériaux
a mémoire, par exemple des matériaux visco-€élastiques, et des milieux hétérogenes, tels que le sol, un
aquifere hétérogene et un écoulement de fluide souterrain.

Les littératures sur les théories et les applications des équations différentielles d’ordre fractionnaire
sont trés completes, on peut consulter les livres [3] [13]. Les problemes directs pour les équations frac-
tionnaires ont été étudiés ces dernieres années, voir [17, 20} 19, 25, 16, 24]. Les problemes inverses pour
les équations fractionnaires en temps-espace consistent a récupérer des données inconnues a 1’aide de
données supplémentaires et ont également été étudiées récemment, voir [12, 7,18, 16, [18].

Dans ce mémoire, nous avons considéré une équation de diffusion-onde fractionnaire en temps dans
un domaine borné hétérogéne en dimension un donnée par :

0 ou (x,t)
C o _ ’
Dtu(a:,t)——ax (D(x) o >—|—f(:1:,t), O<z<L,0<t<T, (1)
avec les conditions initiales

et les conditions aux limites de Neumann homogenes

8u(0,t):8u(L,t):07 0<t<T 3)
Ox Ox
o D (x) est un coefficient strictement positive décrit 1’hétérogénéité du milieu, ¢ (z), ¢ (z) sont des
fonctions décrites la position et la vitesse initiale respectivement, et f (x,t) est une fonction donnée de
terme source, et Dy (z,t) pour tout 1 < a < 2 désigne la dérivée gauche fractionnaire de Caputo
d’ordre « par rapportat:

1 ¢ _a O%u(z,s)
C o 1-a )
D )= ——— t— ——d <
Fulet) = ppa [ (-9 Tpgas 0<t<T,
dans laquelle I' () est la fonction gamma et 7" > 0 est un temps final fixe.

Si toutes les fonctions D (z), f (z,t), ¢ (z) et ¢ (x) sont données, le probleme de la recherche de u (x, t)
a partir de (I)-(3) est appelé probleme direct. Cependant, le probleme ici est que le coefficient D (z) dans
le probleme (I)-(3) est inconnu, ce qui doit étre déterminé par la condition supplémentaire de Dirichlet
enx =L:

uw(L,t) =1 (), 0<t<T, (4)
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ou ¢ (t) est une fonction donnée. Le probleme (I)-(4) s’appelle probleme inverse.

La recherche sur les problemes inverses de détermination des coefficients de diffusion dépendants
de I'espace dans les équations de diffusion fractionnaires fait 1’objet de quelques travaux. Cheng et al.
[14, 2009] ont considéré un probleme inverse de détermination du coefficient de diffusion dépendant de
I'espace et de l'ordre fractionnaire dans I'équation de diffusion fractionnaire en temps avec condition
initiale informelle, et ils ont prouvé 1'unicité de la solution du probleme inverse par la méthode de
développement en fonctions propres. Li et al. (2013) ont étudié le probléme inverse similaire mais avec
une condition initiale continue, et ils ont également prouvé 1'unicité du probléeme inverse sur la base du
probleme inverse des valeurs propres.

D’autre part, inversions numériques pour les coefficients de diffusion, Li et al. [11, 2012] ont utilisé
I'algorithme de perturbation optimal pour la détermination du coefficient de diffusion dépendant de
I'espace dans 1’équation de diffusion fractionnaire en temps, Zhang et al. [6, 2013] ont appliqué 'algo-
rithme de régularisation d’homotopie au probléme de l'inversion simultanée consistant & déterminer le
coefficient de diffusion et la magnitude de la source également dans 1’équation de diffusion fractionnaire
en temps, et récemment Ziane A. [2, 2018] a appliqué la méthode des moindres carrés avec régularisation
de Tikhonov pour résoudre un probléme inverse pour une équation de diffusion fractionnaire en temps
définie dans un milieu hétérogene.

A notre connaissance, la recherche sur les problémes inverses de détermination des coefficients dé-
pendant de I'espace dans les équations de diffusion-onde fractionnaire en temps n’a pas fait l'objet de
beaucoup d’attention. Notre objectif dans ce mémoire est de appliquer la technique de régularisation
d’homotopie de l'article de Zhang et al [6] sur notre probleme inverse (I)-#).

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivante : dans le premier chapitre,
nous rappelons quelques définitions de base concernant le calcul fractionnaire, les équations intégro-
différentielles de type Volterra. De plus, nous avons donné un rappel sur la méthode des différence finis
et l'interpolation linéaire de Lagrange.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons introduit un schéma de différence implicite pour le pro-
bleme direct basé sur la discrétisation d"une équation intégro-différentielle équivalente et 'interpolation
linéaire de Lagrange, et la stabilité et la convergence de cet schéma sont prouvées en utilisant I’analyse
matricielle, et deux exemples numériques sont présentés.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé un algorithme d’inversion basé sur la méthode des
moindres carrés avec régularisation d'Homotopie pour résoudre le probléme inverse (I)-(4), et des in-
versions numériques sont effectuées par des exemples numériques pour montrer que l'algorithme d’in-
version proposé est efficace et stable.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

vii



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcule fractionnaire. Nous don-
nons des définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Béta ), ensuite nous présentons les
intégrales et les dérivées fractionnaires ( au sens de Riemann-Liouville et de Caputo ) et ce chapitre
contient des définitions élémentaires sur les matrices avec la définition du I'une des méthodes utilisées
dans la résolution des équations aux dérivées partielles" la méthode des différences finies " .



1.1. FONCTIONS SPECIALES 9

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. ([13]). On appelle fonction Gamma, la fonction définie par
+oo
I'(z) = / t*“le7tdt ot z € Cet Re(z) > 0.
0
Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes

1. T(z+1) = 2I(2).
2. '(n+1)=(n)! ,neN.

4np)

Remarque 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entier par la formule
r 1
r(z) =L+

la fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers.

et la transition d"un intervalle a une autre (—1,0), (=2, —1)....

1 1
Exemple 1.1. Soit z = 5 pour calculer I (2> on utilise une changement de variable on pose que ¢t = 72,

on obtient

+o00
=2 / e dr (d’apres l'intégrale de Gauss)
0

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. ([13]). La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout complexes z et
w par

1
B(z,w) = / 711 — )"t dt, Re(z) >0 et Re(w) > 0.
0

Proposition 1.1. Ia relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par
pour tout z,w € C avec Re(z) > 0, Re(w) > 0ona

Allaoui.N Probleme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



1.1. FONCTIONS SPECIALES 10

Démonstration. Soit D =0, +oo[x]0, +oo[, on a

I'(2)I'(w) = ( /0 o r*le® da:) ( /0 o Y eY dy)

+o0 +oo
= / / mz_lyw_le_(xﬂ/) dxdy.
0 0

En utilisant le changement de variable suivant

u=x+vy T =uv
z =
V= oy y=u(l—v),

et

o v u

(u, v) ‘(1—@ —u

=—uv —u(l —v) = —u.

De méme que le domaine D’ correspondante a D dans les cordonnées u, v est

D' = {(u,v)/u>0,0<v<1}.

Alors,
// xzflwalef(:r+y) dxdy — // (uv)zfl(u(l _ v))wflefu| _ ’LL‘ du dv
D !

— // (u)z+w71,vzfl(1 _ U)wflefu du dv

+o0 1
— / / (u)erwfl,szl(l _ U)wflefu du dv
0 0

_ ( /0 T e du) < /0 L1 = e dv>

=I'(z +w).B(z,w).
Par conséquent, on a

I'(z).T(w)

B(z,w) = Tt

Propriétés 1.2. 1. B(z,w) = B(w, 2), (symétrique).

1
2. B(z,1) = —.
z

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient Q = [a,b] avec (—0o < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L!([a, b]) une fonction
intégrable sur €2 , nous avons

@ = [ s

L'itération de (I1, f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la dérivée
s’annule en a, De plus on a

Is+f($) = ICIL+ (I;+f($))

= /x IN f(t) dt

a

—/j(/atf(s)ds> dt,

on pose g(t) = fat f(s) ds, d’apres l'intégrale par partie. Nous avons

IZ f(z) = [t/atf(s) ds]j —/ax tf(t) dt
—a:/jf(s)ds—/:tf(t)dt

:m/axf(t)dt—/xtf(t)dt

a

- /x(:r—t)f(t) dt.

eme

Donc, pour n itération , on obtient

@) = o [ @0

(n—1

cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’apres la propriété de GammaI'(n) = (n —1)! ,Vn € N*
, NOUS avons

@) = o [ @m0 o)

Définition 1.3. ([3} 23]). Soient Q = [a,b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f €

L*([a,b]) une fonction intégrable sur R
Les intégrales

I f(z) = T (1a) /a @ f(tt))la dt ,x > a,Re(a) > 0. (1.1)
b
LY f(xz) = T (1a) /x T _fxt))la dt ,x <b,Re(a) > 0. (1.2)

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

Sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Liouville
d’ordre a € C (Re(«) > 0) respectivement.

Exemple 1.2. Soit f(z) = (z —a)’™' ona

1 [ . _
% fa) = r(a)/ @) (t—a)’ dt.
Avec le changement de variable t = a + s(x — a), nous avons

t=a<s=0,
t=x&s=1,
dt = (x — a)ds.

Dong, avec la définition de la fonction Béta , on obtient

1
(@) = g - 0™ [ s
0

En utilisant Proposition[I.1jon obtient

o _ I(B)
I f(z) = T(B+a)

Remarque 1.2. L'intégrale dune fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre o« > 0 est
donnée par

(x —a)>tP=1

C C

m(l‘—a)a et I f(z) = m(b—ﬂﬁ)a,

I f (@) =

fx)y=CeR.

Proposition 1.2. ([23] page34]). Soient f € C([a,b]) et Re(a) > 0, Re() > 0. Les intégrales fractionnaires de
Riemann Liouville possédé les propriétés suivantes

LI I, f(o) = 12,12 f(x) = 107 f(a).
2. I8 1) f(a) = I) I f(z) = I2H7 f(x).

1.3 Deérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. ([3, page70]). Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les dérivées fraction-
naires au sens de Riemann-Liouville D%, f(z) et D" f(z) d’ordre a € C, Re(a) > 0, sont définies par

D s (o) = (1) (127 r(0)

n (1.3)
1 d e t)dt
_F(n—a)<dx> /a (xii))ama”—[Re(a)Hl;x>a,

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 13

et
[0} d " n—ox
Db,f(x) = T dr (Ib, (x))
(1.4)
1 d\" [*  f@)dt
=—|-—= — =~ n=[R 1; b.
F(n_a)< dZL‘> /z (t_x)oc—n—&—l’n [ e(a)]+ ;<
Respectivement, ott [Re(«)] est la partie entiere de Re(«).
Propriétés 1.3. ([3| page71]). Soient o, 5 € C avec Re(a), Re() > 0 et a,b € R. Nous avons
- I'(8) —a—1
1. DY (z—a)’ ' = z—a)’ ,
at ( ) I-\(B o Oé) ( )
- ') —a—
167 _ 6 1 — _ ﬁ a—1
2. Dy (b—x) F(B—a)(b x) :
Propriétés 1.4. 1. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordre entiers
Dm — f(m)
e, {DBI@) =17 0)
DI f () = (~1)" £ ().

2. Si0 <a<l,alorsn = [a] +1=1.Dongc,[1.3 et [I.4devient

N 1 d [T fdt
Dﬁf(x)_r(l_a)dx/a (w—0" 7"
N =1 d (" f@)adt
Db-f@)—m_a)dx/gc TErS i

3. Sifg=1et0 < Re(a) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann Liouville d"une fonction constante
en générale n’est pas nulle

(x—a)™®
r'i-a

(b—z)™"

t DYl=~—2—.
¢ S N

« —
a""l_

4. Pourtoutj =1,2,...,n = [Re (a)] + 1 avec Re (a) > 0, nous avons

D% (z—a)* ) =D (b—x)*7 =0.

a

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. ([3]). Soient @ € C avec n = [Re(a)] +1 et f : [a,b] — C une fonction telle que
£ € L' ([a,b]). Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont définies par

T (n)
DS @) =L @) = iy | (xf— t;?fil’ -
et
—1)" R ONAY )

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 14

Proposition 1.3. ([13]) . Soit a > 0,5 > 0,n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes
Si f(t) € C™([a,b]), alors

n—1 k a
(2 °05.0) () = £ - 3 DD oy
k=0
n=1, \n—k/pr\k
(Il;)i C'Dgi f) (t) _ f(t) _ ( 1) k'<f) (b) (b _ t)k

En particulier si0 < o < 1
(T3 “Dgf) (1) = £(1) = f(@),
(T3 Dy 1) (1) = £(8) = 1(b):

Proposition 1.4. ([3, page91]). Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.5)), (1.6) et les dérivées au
sens de Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par

n—1 (k)
°Dg, f(2) = D <f(w)— o <m—a>’f), 17)
k=0 ’
et
n—1 (k) a
°DE f(w) = D (f - ’(b—x)k). (19)
k=0 '

On remarque que si f*)(a) = 0 pour k=0,1,....n — 1 alors

DY, f(a) = D% [ () et ODY f(x) = Dy f (a).

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



1.5. GENERALITE SUR LES MATRICES 15

1.5 Généralité sur les matrices

Définition 1.6. ([4]) Soit m,n € N. Une matrice de type (m,n) sur K est un tableau de scalaires (réels ou
complexes) a m lignes et n colonnes

aip a2 ain
a a2 azn
A= i
am1l Am2 - Oamn
Nous utilisons les abréviations suivantes , A = (a;5) aveci = 1,...,met j = 1,...,n et M, (K)

I’ensemble des matrices (m,n) sur K

Définition 1.7. ([4]) Soit A € 4, (K), la transposée de A notée AT | est la matrice de .#,,,, (K) définie
par
(AT)Z.J. =Ajpourtouti =1,...,netj=1,...,m,

Si AT = A on dit que A est symétrique .
Soit A une matrice carrée, A € .#,, (K) de coefficients a;; € K pour touti,j =1,...,n.

Définition 1.8. ([4]) On dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle que

AB = BA = I,,,
La matrice B est appelle inverse de A et noté A~!

Définition 1.9. ([4]) On dit que A est tridiagonale si a;; = 0, pour tout ¢, j tels que |i — j| > 2, i.e., siles
seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux , ceux juste au-dessus de la diagonale , et ceux
juste en-dessous de la diagonale

Définition 1.10. ([4]) On dit que A est a diagonale strictement dominante par ligne si

n

lagi| > Z laij|, avec 1 <i < n.

J=Lj#
ai ai2 O
as1 a
A= 2 22

. B Ap—1n
O Ann—1 Qnn
Théoreme 1.1. ([4])Une matrice a diagonale strictement dominante par ligne est inversible .

Démonstration. On doit montrer que

Ar =0= 2 =0.

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire
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Soitz = (21,...,2n)" etk unindice telle que |z;| = ||z|| . Alors,
n
Az =0=> Akl = — Z Ak;-Tj
=Lk

n
= lare] |kl <D lakg] - |z
J=Li#k

n

= Jap] Nl < D argl - 2o
j=1j#k

n

= [lawkl = D awgl | -2l <0
J=1.j#k

>0

= [zl <0

=z =0.

Définition 1.11. ([4])Le rayon spectral de A est définie par
p(4) = max |\,

1<i<n

ou \; sont les valeurs propres de la matrice A.

1.6 Les normes vectorielles et matricielles

Ici =R ou C.

1.6.1 Normes vectorielles

Définition 1.12. ([4])Une norme sur K" est un application |.|| : K” — R telle que
1. [|z|| = 0 équivalente x = 0,,, pour tout z € K",
2. ||Az|| = |\l ||z||, pour tout z,y € K", pour tout A € K",
3. |lz+yll <zl + |ly|, pour tout z,y € K™ (Inégalité triangulaire ).

On défini la p-norme , pour 1 < p < +oo

lll, = (i \fvilp>

1
P

Les normes les plus usuelles sont

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



1.6. LES NORMES VECTORIELLES ET MATRICIELLES 17

1. La norme:
n
llly = |l -
i=1

2. La norme (norme euclidienne ) :
1
n 2
2
]l = (Z i ) :
i=1
3. La norme (norme de sup) :

] = max .

1.6.2 Normes matricielles

A partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordonnées
-1 5 Ml et 1]l » 81 A € A (K),

IIAGJH
= sup Azl

1Al = =
o T2, ], =

oup=1,2,0uoco.

Proposition 1.5. Pour chacune de ces trois normes, on a pour toutes A et B € .4, (K) et pour tout x € R".
[AB|| < [[A[l- | BII,

et

[Az < Al [l

Remarque 1.3. Si A € .#,, (K) alors,

[A[l, = max Z!au\

1<5<n

[A[l o = max Z il

1<i<n
1Al = +/p (AT A).

Théoreme 1.2. ([21} pagel8])
— Soit A € A, (K) alors pour toute norme matricielle ||.||

p(A) <Al

— Etant donné une matrice A et un nombre € > 0, il existe au moins une norme matricielle subordonnée telle
que

[All < p(A) + e

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire
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1.7 Schéma de différences finies

Définition 1.13. Un maillage est un ensemble des points isoles (appelles nceuds) situes dans le domaine
de définition des fonctions assujetties aux équations aux dérivées partielles. On appelle pas de maillage
la distance entre deux nceuds voisins.

Définition 1.14. (voir[22])Soit u () représenté une fonction d’un variable, les schémas de différences
finies sont obtenus grace aux formule de Taylor. Formule Taylor d’ordre 01

u(x+h) =h(x)+ hu (z)+o(h). (1.9)

Formules de Taylor d’ordre 02
2
u(z+h)=h(z)+hu (z)+ %u (z) + o (h?). (1.10)

En un point z € [I, L] et pour une valeur i de pas du discrétisation donne par L ]\: l,
approximation avant

u (z) = “(l’*hli“(”’) +o(h), (1.11)
approximation arriéré

i ()= L@ Zu@=h) gy (112)

approximation centre
/ h) — —h
W (2) = L& )Qh“(x ) fo(), (1.13)
et si passant sur (1.10) et (1.13) nous obtenons

o (&) = u(x +h) — 21;1(23:) +u(z —h) T o(h?).

1.7.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées partielles
au moyen de leurs équivalentes discrétises . Les deux principales sont la stabilité et la convergence

Définition 1.15. ([9])Un schéma aux différence finie est dite stable pour la norme |||, s’il existe une
constante C' > 0 indépendante de pas de maillage , telle que

[l < C.||u°]| ., pour tout n > 0,
quelle que soit la donnée initiale uY.

Définition 1.16. ([1])(Erreur de troncature)On appelle erreur de troncature la quantité obtenue en rem-
plagant I'inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique , que nous désignons par R;.

Proposition 1.6. ([22])Soit u; I'approximation de la solution exacte u(x;), il est naturel d'utiliser les erreurs
ponctuelles u; — u(x;). Si on pose U le vecteur des valeurs exactes et U le vecteur des valeurs discretes, alors le
vecteur d’erreur E définie par

E=U-U.

Définition 1.17. ([22])Une méthode est dite convergente si
|E|| — 0lorsque h — 0.

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire



CHAPITRE 2

PROBLEME DIRECT

@ ans ce chapitre, nous avons introduit un schéma de différence finie implicite basé sur la discrétisa-
tion d'une équation intégro-différentielle équivalente et I'interpolation linéaire de Lagrange, et la
stabilité numérique et la convergence du systeme linéaire sont prouvées avec une analyse spectrale a la
matrice de coefficients du schéma, et un exemple numérique est présenté.

19
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2.1 Positon du probleme

On considéré le probléme suivante

0%u 0 ou
(%a(x,t)—ax[D(m)aw(x,t)}—i—f(x,t), O<z<LO0<t<T,l<a<2 (2.1)
u(z,0) = ¢ (x), w(z,0)=¢(z) 0<z<L, (22
uz (0,t) = uy (L, t) =0 0<t<T. (2.3)
OuL,T >0,f.D € C'([0,L]),p.0 € C([0,L]),D > 0sur [0,L] et gtg est la dérivée fractionnaire de
Caputo définie par
0%u c 1 t 1—a0%u
bt —C pa — _ _ [ 24
e 00 = Dfulet) = s (=9 @ 24

ou (2.2) sont les conditions initiales , (2.3) sont les conditions aux limites de Neumann , D (x) est le
coefficient de diffusion-onde dépendant de 1'espace et f (x,t) est un terme source .

Evidemment, le opérateur de Caputo Dy est le composition de le opérateurs “Df ' et a—?, ie.,
1 t 0?u
Cra -«
D = - =
Yu (z,t) F(Q—a)/o(t s) 552 (z,s)ds
1 ¢ 0 (Ou
— B ) B (i
(= (a—1)) /0 (t=9) g, (83 (x’s)> ds
= Doy, (x,1),
donc,
DYy (z,t) =¢ D! [Zf(x, t)] : (2.5)

Sur la base de cette composition, il soutient que :

Théoreme 2.1. ([15]) Equation [2.1)) est équivalant a I'équation intégro-différentielle suivante

B dD(z) 1 ¢ a2 0u D(z)
U,t(.%',t> = (,0(1’) + dr T (a — 1) /0 (t — S) %(.%',S)dS + m (2 6)
t 2 :
/0 (t — s)O‘Zg;ZL(x, s)ds + F(x,1),
oit F(x,t) =T f(x,t), et I,QB est l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 5 > 0 définie par
8 1 ' B—1
Ifa:,t:/ t—s)"" " f(x,s)ds.
CHt) = g | - )
Démonstration. D’apres I’équation et 2.5),ona
ou 0%u dD(z) Ou
Cpna—1 [ Y™ _ i el
D | Ghta0)] = D) )+ 5D S )+ 1),
on applique l'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville on trouve
_ _1 [ 0Ou _ 0u dD(x) Ou
Dy S (2t) ) | =3 | D(r) s (a —(z,t t 2.7
e (G| -z po T s + BE R w4 swo] . e

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire
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d’apres linéarité de Z* et le proposition[I.3} nous avons

0 0 dD 0 0?
)= G0 = Dz (Sa)) 4 D@z (S0 + 3 fo)

implique que

2.2 Meéthode de différence finie

Considérons l"équation de diffusion-onde fractionnaire temporelle avec les conditions initiales
et les conditions aux limites (2.3). Commengons d’abord par la méthode numérique pour le
probleme direct donne par I'équation avec les conditions initiales et les conditions aux limites
(2.3). Base sur I’équation intégro-différentielle (2.6),

Premier-ment, nous discrétions le domaine de 1'espace par

L
x;=1th, i=1,2,...,M, h= i (pas de maillage de 1'espace),

donc,zg =0 et zp = L,

et le domaine temporel par

T
th=nu, n=1,2,....N, u= N (pas de maillage de temporel),

donc,tg =0 et ty =1T.

Lemme 2.1. ([15]) Si f(t) € C([0,T]) et 1 < o < 2, alors

a—1 ntl
T f (1) = ——— toi1o
i ftns1) Tat1) kzzowkf( +1-k);

ol

wo = 1,

wg =(k+1)*=2(k)*+(k—1)*pourk =1,2,...,n, (2.8)

Wopr1 =am+ 1)~ (n+1)% +no
Démonstration.

a—1 1 frtd a—2
Iy f(tnt) = I‘(a—l)/o (tn41 —8)* " f(s)ds
Lo [ 21000
= tnt1 — ) “f(s)ds,
Dla—1) &= )i, *

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire
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n tet1
I f(tagr) = I‘(al—l) Z/t s* 2 f(tys1 — s)ds, (2.9)
k=0 "tk

on applique l'interpolation linéaire de Lagrange (voir[5]) sur f(t,+1 — s) et s € (g, tx+1), on obtient

s —tg

Fltast = 8) = 2= fltpn — tir) + t’““ﬂ"sf(tnﬂ 1), (2.10)

en remplacant (2.10) dans (2.9), on obtient

a—1 _ 1 - Kak a—2 1
L ftar) = a—1) kZO f(tn—k) /tk s (s — t)ds + Wa—1) 2 f(tnt1-k) o1

tet1
/ s 2 (thy1 — 5)ds,

ty

d’autre part

et

tkt1
(12) = / §Y 2 (tpyp1 — 5)ds = e
173
en remplace (/1) et (12) dans (2.11)), on obtient
a—1

o
(a— Dl(a—1)

M=

IO f (b)) = - [a(k + el = (k1) + K f(tnoi)

o~
S
)

Ma—l . . .
T ala— e 1) [(k+1)* =K% = ak* '] f(tns1-1),

x>
Il
o

et d’apres le Propriété|1.1, on a
ala —1)I'(a—1) =T'(a+1),donc

a—1 n
0 f(tn) = ﬁ Z [a(k + 1) — (k+1)* + k%] f(tn—)
X k=0 (2.12)
L a .00 a—1
+ I‘(a + 1) kzo [(k + 1) k ak ] f(tn—l—l—k)'
Onposek =k-+1=k=4k —1,nous avons
k=0=Fk =1,
k=n=k =n+1.
D’ou
n n+1
[alk+ 1" = (k4 1)+ k] (i) = S [alh)* = (B + (k= 1)°] i)y (213)
k=0 k=1

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire
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en remplace (2.13) dans (2.12), on obtient

a—1

n+1
5 ) = % Zl a0~ 09 + = 1%t

+ Z [(k +1)° — k] f(th_k)]
=0

M -1 a— « et
:m[(a(n—i-l) L+ 1)*+n )f(to)

n

+f(tn) + (R +1)% = 2(k)% + (k= 1)%) f(tn—i-l—k:)] :

k=1
On pose

wo = 17

Wpi1 = a(n+ 1) — (n+ 1)+ no,

wp=(k+1D)*=2k)*+k-1* k=1,2,...,n.
Donc

a—1 ntl

T 1) = p gy 2 ok )
k=0

O

Puis, on calculer I'équation intégro-différentielle définie par (2.6) en point de maillage (x;, t,,+1), nous
avons
8U(IL’Z', tn+1) _ dD((EZ)
ot - dx

0“u

2
Ia 1 (gx(mw n+1)) “FD(xZ)Ia 1 <8 2(.%'“ n+1)> +F($z, n+1) +(,0(£L'Z) (2 14)

En suite, nous discrétisons les dérivées d’ordre entier — et , en utilisant le schéma de différence

. ot dr
arriere sur un ordre,
Ou(wi, tnr) _ w(i,tnia) — u(wi, tn)
ot 1

+ 0(:“’)7 (215)

et

dD(l’z) . D(l‘l) —D(l‘l; )
= - L 1 o(h), (2.16)

en remplagant (2.15) , (2.16) dans (2.14)

w(xs, tha1) — ulxs, ty D(z;) — D(xi—1) 01 [ Ou o 9%u
( +1)M ( ): ( ) - ( 1)It 1(am(ﬂfi7tn+1)>+D(xi)It 1<a 2($zutn+l))

+ F(xi, tng1) + o),

et d’apres le Lemme 2.1 on obtient

+1
(@i, tn1) — u(@i ty)  po 1 (D(x;) — D(wi—1)) §
r = r(a+1 Zwk (s tns1—1)
D 5 (2.17)
u
+szk6 3 l'utn—&—l k:)
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Pu 0
Enfin, nous discrétions les dérivées d’ordre entier 922 au, en utilisons un schéma générale de diffé-
x
rence centre sur deux ordre et scheme de différence arriéré sur un ordre, respectivement.
0%u UW(Tit1, tnr1—k) — 20(x4, tp1—k) + w(@iz1, tnyi—k)
@ (.’EZ‘, tn—i—l—k) = ! n v h; L n =+ O(hZ), (218)
et
ou WX, tnr1—k) — w(@i—1, tpr1—k
R 219)
Soit u]' ~ u(acz, n) D; = D(z;).
En remplace 2.18) et (2.19) dans (2.17), on obtient
D D: 1 n+1 uaD‘ n+1
ut o — i— w ( n+1—k un—i—l—k) i i wi (un+1—k
2 -1 2 +1
i ‘ hra+1 Z ‘ hF(a+1)kZ:U ' (2.20)
_2u?+1—k + u;zj—ll—k> + M(Fin—i-l o),
otti=1,2...,M—1.
On pose
Dip® (Di — Di—1)p”
- - 2.21
Pi a1y T TR (et ) 221)

En remplagant (2.21) dans (2.20), on obtient

n+1 n+1
n+1 n __ n+1—k n+1—k n+1 k n+1 k n+1—k
U _ui_pii:wk<ui+l — 2u Ui )+q2§:w ( Ui )
k=0

+u(FH 4+ 1),
implique que
(¢ — p)ul™ + (1 +2p; — g)ul™ — ol = (wipi — wig)uly + (1 + wig; — 2wip;)ul + wipiuly
n Zwk ( — gl R (g — 2py)un +piu?++117k) tu (Fin+l + ).

La condition initiale (2.2)) et les conditions aux limites (2.3) sont discrétisées comme suit

le condition initiale

(2.22)
uf = ¢(x;).
Les conditions de Neumann
u(w1, tnt1) — u(0,tny1)
0,t) =0<& =0
w0 h (2.23)
< u(@, tpgr) = u(0, tyy1)
& u?“ ug“,
et
t — 1.t
Uy (L, tny1) =0 & w@as, tup) hU(xM Lin+1) _
< u(xpr, tne1) = u(zpr—1, tnyr) (2.24)
= u;tj—l = uﬁ/—[i—ll
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Par conséquent, un schéma de différence finie implicite peut étre donne comme suit

pour n = 0, on obtient
(i — pi)ui_y + (14 2p; — qi)uj — piugg = (wips — wigi)ug_
+ (14 wig; — 2wipi)uf + wipug, + u(F + ),

! (2.25)

pour n > 1, on obtient

(g — p)ul ™y + (1+2p; — o)l ™' — Piuﬁf = (w1pi — w1gi)ui"q + (1 + wig — 2wip;)u;’ + wipiugyy
n+1
+Zw/€< o Qz n+1 k +< - zpl) n+l-—k +pz’u?j_11_k> +,U(Fl'n+1 +90i)-

(2.26)
Donc le systéme matricielle correspondante est
-pouri=1,0na
(@1 — pl)ugH +(1+2p1 — q)uf™ — prug ™t = (wipr — wig)ug + (1 + wigr — 2wipr)uf + wiprub

+ Zwk < p1—q)ugt T+ (@ — 2p)up TR +p1u3}+1_k) + p(Fp T+ o),

-pouri =2,0na

(g2 — pQ)U’f“ + (14 2p2 — @)uf ™ — poul ™ = (wipa — wiga)ul + (1 + wiga — 2wipe)uly + wipauy

+ Zwk < p2 — @)Ut 4 (g2 — 2pa)up T H +pzu§+1_k) P(F 4 o),

-pouri=M —1,0ona

(ganr—1 — par—1)uh 2ty + (L4 2par—1 — qur—1)ui = par—auf ™t = (wipar—1 — wign—1)uly_o
n+1
+ (1 4+ wigp—1 — 2wiprr—1)uhy— 1 + wipp—1uhyy + Z w, [(PMA — gk
k=2

+(qar—1 — 2par—1)un T F 4 it k} + w(EE + onot),

en remplagant (2.22), (2.23) et (2.24) dans le systéme matricielle nous obtenons
-pouri=1,0na

(L+p)uftt = pruf™ = (1 — wipr)u} + wipruf
n+1

+ D wk ( —prup T 4 plugﬂfk) +u(E 4 ),
=2
-pour i =2,0ona

(g2 — p2)ull ™ + (14 2p2 — g2)ul ™ — pouh ™ = (wips2 — wig2)uf + (1 + wige — 2wip2)ul + wipoul

+Zwk<p2—Q2) TR (g2 = 2p2)ul T 4 pou T k)
k=2

+ M(F2n+1 + 902)’
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-pouri =M —1,0ona

(grr—1 — py— 1)%712 + (1 +py-1— QM—I)Uﬁ/}‘F 1 = (wippm—1 —wigp—1)ulyy_o + (1 +wign—1 — wippm—1)uhy_q
+ Zwk ( pri—1 — au—)us S+ (a1 — pa— Ul k) + w(EE 4+ on-1).
k=2
Soit
Uk = (u’f,ué, .. ,u’fw,l)T,
¢ = (¢p(21), $(x2), ..., d(zp—1))7,
o = (p(x1), p(x2), ..., p(xn-1))",
et wy, définie par et les matrices A = (a;j), B = (bi;) et C = (¢;5),4.5 = 1,2,..., M — 1 sont définies
par
I+m —p1 O
q2 — p2 I+2p2 —q —p2
A= : : _ (2.27)
qM—2 —Pv-2 1+ 2pvm—2—qu—2 —pM-—2
O qM-1 — PM-1 T+ppm—1—qm-1
1 —wip: w1p1 O
w1p2 — W1G2 I+ wig2 — 2wips w1p2
B = :
wipM—2 — wigqm—2 1+ wigrp—2 — 2wipp—2 WI1PM—2
0 WIPM -1 — W1gM -1 1+ wigqp—1 — wipp—1
(2.28)
et
—D1 P1 O
P2 — @2 g2 — 2p2 D2
C = (2.29)
PM—2 — qM-2 qM-2 — 2DM—2 PM-—2
O pM-1—qu-1 14+ qu-1—pyu-1
Donc le schéma de différence finie (2.25), (2.26)) peut étre réécrit sous la forme suivante
= ¢,
AU' = BU® + u(F* + ),
n+1 (230)
AU = BU" + ) " w, QU™ F 4 (P + ).
k=2

La matrice A est tridiagonale a diagonale strictement dominante par ligne donc le systéeme (2.30) admet

une solution unique.

Allaoui.N
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2.2.1 Stabilité et convergence du schéma de différence
Tout d’abord, en notant les définitions dun a;; de l'élément de la matrice
A et b;;, c;j I’éléments des matrices B et C respectivement, et p; avec ¢; donnes par (2.21)
Lemme 2.2. ([8,[11l]) Supposons que D(x) prenne seulement une valeur positive pour x € (0, L)
1. la matrice A définie par (2.27) et a diagonale dominante par ligne, on a
M-1
ai =1+ Y lail, pouri=1,2,...,M —1. (2.31)
j=1,j#
M1
Avec Z la;j| <0 pouri=1,2,...,M —1.
J=1.j#1
2. La matrice B définie par (2.28) vérifiant
M-1
bi=1— > |byl, pouri=12,...,M—1. (2.32)
=157
M1
Avec Z |bij| >0 pouri=1,2,...,M —1.
j=Lj#i
3. La matrice C définie par (2.29) vérifiant
M-1
Cii = — Z lcij|, pouri=1,2,...,M —1. (2.33)
j=1j#i
M-1
Avec Z lcij| >0 pouri=1,2,...,M — 1.
j=1,j#i
Démonstration. 1. Pour montre que

M-1
ai; =1+ Z laij|, pouri=1,2,...,.M —1,
j=1j#i

on utilise la démonstration par récurrence
-pouri=1ona

M-1
> layjl = lara| = |—p1| = p1,
j=Li#1
et
a1l =1+ p1,
donc

M-1
a;; =1+ Z laij|, pouri=1.
j=LjAi

Allaoui.N Probléme inverse pour une équation d’onde fractionnaire
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-supposons que

M-1

ap—onm—2 =1+ E lanr—24]
j=1,5#M—2

-montrons l'égalité pour i = M — 1

apy—1M—1=1+pv—1—qm-1,

et

M-1

Z larr—1] = lap—1m—2| = lanvr—1 — Par—1]

J=1iAM-1
= - ((JM—1 - pM—1) =PmM-1—4dM-1,
alors
M—1
apy—1vm—1 =1+ Z lans—15] -
J=1i#M -1

D’ou

M-1
ai; =1+ Z laij|, pouri=1,2,...,M —1.
J=1j#i

2. Pour montre que

M-1
by =1— Z bij|, pouri=1,2,...,M —1.
=Lt

on utilise la démonstration par récurrence
-pouri=1ona

M-1
Z b1 = |bip1] = bipa,
=11
et
b1 =1 —wip1,
donc
M-1
biizl— Z |bij|7 pOUTizL
j=L i
-supposons que
M-1
buyam—2=1— > |bu g,
j=1j#M—2
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-montrons 1'égalité pour i = M — 1

by—ivi—1 =1+ wigu—1 — wipm—1,

et
M-1
= § |brr—1j] = — lwipp—1 — wiqu—1| = —(WippM—1 — W1qM—1)
j=1j#M—1

= wWi1qpM-1 — W1pM-1,

alors
M-1
by—1m—1=1- E lanr—14] -
j=LjAM-1
D’ou
M-1
bi; =1 — E bij|, pouri=1,2,...,M —1.
j=1,5#i
3. Pour montre que
M-1
Cii = — E lcijl, pouri=1,2,...,.M —1.

J=Lj#
on utilise la démonstration par récurrence
-pouri=1ona

M—1
- E lc1jl = = [p1] = —p1,
J=1j#1
et
cin=1-p,
donc
M-1
Cii = — E lcij|,  pouri=1,
j=1j#i
-supposons que
M-1
CM—2M—-2 = — g |CM72]'| )
J=1j#M~2

-montrons 1'égalité pour i = M — 1

CM—1M—-1=4M—-1 — PM-1,

et
M-1

— Z lerv—15] = — |pv—1 — am—1] = —(Pv—1 — qu—1) = Q-1 — Pm—1,
=1 EM-1
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alors
M-1
CM—1M—-1 = — Z |CM,1J'| .
j=1,j#M~-1
D’ou
M-1
Cii = — Z lcij|, pouri=1,2,...,M — 1.
=L
]
Proposition 2.1. ([8,[11]]) Dans les conditions de Lemme[2.2} on a
1.
1< p(A) < 2lally, — 1, (234
et
! <p(A™hH <1 (2.35)
2|lafl =1 ’ '
oit ||lall ., = max |a.
1<i<M-—1
2.
2[[bllo, — 1 < p(B) < 1, (2.36)
ol bHoo = max ’b”‘ .
1<i<M-—1
3.
p(C) < 2lcl. 237)
oil |c]| .o = max eyl
1<i<M—1
Démonstration. 1. Supposons que
AO = )\6.
Ou A est une valeur propre de la matrice A , et © = (01,6s,...,0)—1) # 0 est le vecteur propre
correspondant , telle que
Okl = | _max  16i],
alors
(1+ 1)1 — p162 = M\,
(2 — p2)01 + (1 + 2p2 — q2)02 — pa2b3 = Ao,
(grv—2 — Prvi—2)0n—3 + (1 + 2ppr—2 — qrr—2)0n—2 — Pr—200—1 = Mpr—2,
(qv—1 —pv—1)0v—2+ (L +py—1 — qu-1)0m—1 = MNar—1.
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En considérant la k-ieme équation de A© = A\© ona

M-—1
D akiby =M,  k=1,2,... . M—1,
7j=1

donc
M-1
0 0
Z Aaf; +a‘/€k97k:)‘6k k=1,2, M —1,
J=Li#k F F
on obtient
M-1
Z a 9—] A—a
kj 0, kk>
J=Llj#k
d’autre part on a
O] _ 103l
Ol 10kl

d’apres les propriété de la valeur absolue et en utilisant Lemme on obtient

M-1
A — agk| < Z lagj| = apr — 1, pourk=1,2,..., M — 1.
J=Lth
Alors
]/\—akk\<akk—1, pourk=1,2,.... M — 1.

d’autre part
Al = lagkl < [A = agxl,
implique que
1 —apr < || —ag < ag — 1,
finalement on obtient
1< |\l <2ak, — 1.

Ce que signifier que les assertions (2.34) et (2.35) sont toutes deux valides.
2. Supposons que

BO = )\06.
Ou A est une valeur propre de la matrice B, et © = (61,62,...,0)—-1) # 0 est le vecteur propre
correspondant, telle que
0] = )
Okl = | _max 16i],
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alors

((1 —wip1)01 + wip16 —

(wipm—2 — wignm—2)0m—3 + (1 + wign—2 — 2wippr—2)0ar—2 + wip26ar—1 =

\

En considérant la k-ieme équation de BO = A\© ona

M-—1
> bty =M, k=1,2,...,M—1,
j=1

donc
M—1
0; 0 0
> bkjefjerkk@*k =)\9*k k=12, . M~1,
j=ritk e
on obtient

M-l
Z bkjei = A — by,

j=lj#k  F
d’autre part on a
0k |0k | ’

d’apres les propriétés de la valeur absolue et en utilisant Lemme on obtient

M-1
A — brx| < Z |bkj|:1—bkk:7 pourk=1,2,..., M — 1.
Jj=1,j#k
Alors
‘)\_bkk‘<1_bkk7 pour k=1,2,...,M — 1.

d’autre part
Al = Tbrwl] < A = brxl
implique que
bk = 1 < [A] = bk <1 — by,
finalement on obtient
2bir, — 1 < |A] < L.

Ce qui signifie que l'assertion (2.36)) est valide.

(wip2 — w1¢2)01 + (1 + wig2 — 2wip2)bs + wip2bs = A\a,

(wippm—1 — wigm—1)0m—2 + (L +wigm—1 — wippmr—1)0p—1 = Np—1.
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3. Supposons que
CO = )\O.
Ot A est une valeur propre de la matrice C' , et © = (61,62,...,0)—1) # 0 est le vecteur propre
correspondant, telle que
Okl = | max |04,
alors
(—p161 + p16e =\,
(p2 — q2)01 + (g2 — 2p2)02 + p2bs = A\ba,
(Pv—2 — qm—2)00—3 + (qvr—2 — 2pv—2)0n—2 + Pr—200—1 = Mr—2,
(Pvi—1 — qu—1)00m—2 + (qu—1 — Pv—1)0m—1 = Npr—1.

En considérant la k-ieme équation de CO = \© ona
M-1
chﬂj:/\ﬁk, k=1,2,...,M—1,
j=1

donc

M-1
0; 0 0
S A I
=rizkF e

on obtient

M-1 0.
J
§ Ckjz- = A — Ckk;

6
j=li#k "
d’autre part on a
Ol 10kl

d’apres les propriété de la valeur absolue et en utilisant Lemme on obtient

M-—1
‘)\_Ckk‘< Z |ij|:—ckk, pOUT]C:LQ,...,M—l.
=Lk
Alors
A — k| < —ciks pourk=1,2,...,M — 1.

implique que
Crk < A = Crk < —Ck,
implique que

2ckk < A< 0,

Allaoui.N
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d’ou
Al < 2ckk,
finalement on obtient
Al <2lel -

Ce qui signifie que l'assertion (2.37) est valide.
O

Théoréme 2.2. ([19,111]) Le schéma de différence finie implicite définie par (2.30) est inconditionnellement stable.

Démonstration. Soit ¢ une condition initiale perturbée a laquelle on associe un nouvelle solution U™ et
I'aide de systéeme de différence linéaire (2.30) nous avons

U’ =4,
AUY = BU® + u(F" + ),
n+1 (238)
AU — BUn + ZwkCUn—H—k + M(Fn+1 + (,0),
k=2
et soit E" = U™ — U™ désigne I’erreur de solution pour l'itération d’étape n etn = 0,1,...,N — 1. En
utilisant (2.30) et (2.38)), on obtient
E'=¢ -9,
AFE' = BEY,
w1 (2.39)
AEntl — BEn + Z ,wkchvn—i-l—k7
k=2
pour montrer que HE”+1 HOO <c HEOHOO, pourn =0,1,...,N — 1, on utilisant la récurrence
-sin =0, par (2.39) on a
AE' = BE",

d’ou

1B = A7 BE”|

)

d’apres les propriété de la norme matricielle on obtient
-1 0
1B oo = A7 oo 1Bl 1 2]l -
d’autre part, de Théoreme|[1.2], nous avons
p(A) <[l et |[Bll, <p(B)+e
alors
A7 < p(A™h),
et on utilisant Proposition 2.1 on trouve

A7 <p(A) <1, et B, <pB)+e<l+e
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par conséquent

1B = @+ ]|
18| < CHEOHOO

-supposons qu’il existe
HEkHOO <c HEOHOO, pour k=2,3,...,n,
d’apres (2.39), on a
AE™" = BE" + woCE" ' + ...+ w,CE" + w, 1 CE",
alors
E™ = AT (BE" + woCE" ' + ...+ wy,CE' + wy 1 CEY)
d’out
|E"| = [[A7" (BE" + weCE" ' + ...+ w, CE" + w1 CE°)||

grace a les propriété de la norme matricielle

1 < [ A | e 1B+ exm €1 - vt [T + e 11 57
<1
n
< [ernBl, e (zwk) ICle + evwen 110 | [2°].
L k;Q
< | |Blle +a (Zwk> 1€l + c1wni1 [ICllo | |1E
L k=0

d’apres le Théoreme|[I.2] on obtient

n+1
c1(p(B) + €)oo + 1 (Z wk> (p(C) +¢€)
k=0

et d’apres le Proposition 2.1} on obtient

1" < 1£°]

1E°1]

n+1
HEn+1HOO < {cl(l +e)+c (i wk> (2]l + €

k=0

n+1
1+ (Z U/k) 2llello +€)

k=0

Cc2

< max(c2,cl)

1E°]]..
donc

1B < "

n+1
1+ (Z wk) 2lello +€)

k=0

HEOHOO , (2.40)
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d’autre part on a

n+1 n
Z wy = wo + Zwk +wpy1 =a(n+1)71 (2.41)
k=0 k=1
et
lelloo = | max e
max |c11],
= max ’C”| s
2<i<M—2

max |cpr—1m—1/

(1 Dlls
2T (a+ 1)’
) 2Dl
R2T (o + 1)’
1 11Dl
R (a+1)
implique que
2 || D]
< 242
en remplace (2.41) et (2.42) dans (2.40), donc on obtient
i oy (4D
+1 * 1 0
2 e [1ratn+ 0ot (Bl o) |19
L. 4auTe D ae(n 4+ 1)@ ot
< |14 M2 D] e( )_1 H HEOH
i h?I(a+1) pe oo
o[y, AeT||D] —1| || o
SC -1+WOH_010)+046NQ HE Hoo
=constante indépendante de n
alors
HEnHHOOchEOHOO, pourn=0,1,...,N —1,
et ¢ > 0 constante indépendante de n.
Ce qui signifie que le schéma de différence (2.30) est stable. O

Théoreme 2.3. (19} [11]) La solution de différence du systeme linéaire est convergente a la solution exacte
du probleme @.1), 2.2)-2.3) lorsque h, u — 0 pour le domaine de temps fini.

Démonstration. Soit e} = u(z;, t,)—u} i=1,2,.... M—-1,n=1,2,...,N—1,ouu(x;,t,) estla solution
exacte du probleme avec (2.2)-(2.3) a point de maillage (z;,t,) et u* est la solution de schéma de
différence aussi a (x;,t,) ot €” = (ef,ef,...,e%, )T, on remarque que € = u(z;,0) — ¢; = 0,
dong, €® = 0. Nous avons u? = u(z;,t,) — e en le remplacant dans et donc,

-pourn =0

(¢ — pi) [u(zic1,tt — ;)] + (L+2p; — @) [u(zi, t1) — ef] — pi [u(@iz1,t1) — efyq]

= (wip; — w1q;) [w(zi—1,t0) — €)1 ] + (1 + wlig; — 2wip;) [u(zi, 0) — Y] +wip; [u(@it1,0) — by ]
+ M(Fil + 801'),
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donc
(gi = pi)eiy + (14 2p; — gi)ej — piejyy = (g — p)u(zio1, t1) + (14 2p; — gi)u(wi, t1)
= piw(@it1, t1) — wipiu(wi—1,0) — (1 + wig — 2wip;)u(z;, 0) — wip;u(zis1,0)
— W(E} + i),
-pourn > 1

(@ = pi) [wlis, tng) = 7] + (14 2pl = i) [u(@i,tos1) — €] = pi [u(@isr, tagr) — €]
= (wip; — w1q;) [U(ch‘—l,tn) - ] + (1 +wig; — 2wip;) [u(zi, tn) — €] + wip; [u(;giJrl,thrl) ?Ill]
n+1
Zwk ( —q;) [ (i1, tns1-k) — e?_“‘ll—k] + (¢ — 2p;) |:u(xi’ to1—) — e?-&-l—k}
o[t ) 7 )
alors

(¢ — pi)ef ! + (1 +2p; — qi)el ™ — piel i = (bipi — bigi)el + (1 + big; — 2bip;)el! + bipielt!
n+2
+ Z wy, ( —q)el T+ (g — 2p)ef TR + pieﬁffg + (@i — pi)u(mi—1,tnt1)

+ (1 +2p;i — i) u(zi, tht1) — piv(Tig1, thg1) — (1pi — wig)u(xi—1,tn) — (1 + wigi — 2wips)u(z;, ty)

n+1
— W1Ppiw(Tit1, by Z wi [(Pi — ¢i)u(@io1, tap1—k) + (@ — 2pi)u(@i, tnv1—-k) + Pit(Tit1, tny1—k)]
p(E + i),
Soit R" = (R}, RY, ..., R, )T, une erreur de troncature dans l'approximation des solution pour
n=1,2,...,N,onael™ = el etelf! =€, eten utilisant le systéme de différence linéaire (2.30) ,
nous avons
Ael = R!,
n+1
243
Ae" Tl = Bem 4 Z wpCe" 1=k 4 prtl 243
k=2

Ou, pourn =0,1,..., N — 1 et les matrices A, B et C' sont définies par (2.27), (2.28) et (2.29) respective-
ment.

R = (g — pu(i1, tng1) + (1 + 2p; — i) u(@i, b)) — (@it tngr) — (wip; — wigi)u(zi—1, ty)
n+1
— (L4 wig — 2wipi)u(i, tn) — wipiw(Tiv1, tn Z wi [(pi — @i)u(@i-1,tpt1-k)

+(qi — 2pi)u(xis tng1—k) + pau(Tig1, tpy1—k)] — M(Finﬂ + i)

D: — D o N+l
= u(®@i, tny1) — u(wi, tn) — w Zwk w(Zi, tpyp1—k) — w(Tio1, tngr-k)]
=0

a n+1
hQI‘ a+1 Zwk W(Tig1, tng1—k) — 2u(24, tng1—k) + w(@im1, tnr1—k)]

— pF (x;, tn+1> - M‘P(l‘z‘)-
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Par les expressions approximatives (2.15),(2.16), (2.18) et (2.19) on obtient

i ou dD n+1 ou
R; = 2 [é)t (@i, tnt1) — (@) — %('xl) Z wk%(xi’t”'*‘l)

d%u

~Diai) 5

Ti, tn1)bg — F($i7tn+1):| ,

et d’aprés Lemme2.|on obtient

dD

R =7 (ODE P ntaen) ) - )T (Gt - Dl

2 (S Contuen) ) ~ T o) + o2 5 0]
d’apres I'équation(2.7) on trouve
RPH = po(h? + p),
ce qui implique que il existe une constante M* > 0 telle que
HR"HHOO < M*u(h® +p), pourn=0,1,...,N —1.
Maintenant on montre que
He”HHOOSM*(,uW—i—,u,Q), n=0,1,...,N,

on utilise la démonstration par récurrence
-sin =0, par (243) on a

el = A7IRY,
alors
le'll < A7 1 1R
<Rl
et d’apres (2.44)
e, < M*u(h+ 1),

-supposons que

ekH < M*u(h® + ), pourk =2,3,...,n,0 M* > 0indépendante de h et ;1

oo
d’apres (2.43) on a
n+1
Ae"tl = Be? +ZwkC6”+1 —k + R,
k=2
alors,

n+1
en-‘rl — AL (Ben + Zwk06n+1_k + Rn+1> ’
k=2

(2.44)

(2.45)
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grace a la propriété de la norme matricielle

n+1
e |oo < 1Bllsg llelloe + Y wilICll
k=2

n+1

< 1Bl llelloe + D wr ICls
k=0

en+1kaoo i HRnHHOO

en+1—kHoo I HRnHHoo

d’apres et
le" oo < (1Bl + aln+ 1) Cllog + 1] M (h* + 1),
d’apres le Théoreme|[1.2]
e M| < [(p(B) +€) + aln +1)*7 (p(C) + €) + 1] M™u(h® + ),
et d’apres le Proposition2.T|et

da(n + 1) | D]4 p
R2T(a+ 1)

e < [24€+ +a(n+ 1) te| M*u(h® + p),

etona (n+ 1) lpet =40 <77

T
et tN:T:N,u:HL:NI:
et zpy=L=Mh=h= W dong, on trouve

40T M2 | D],

el < | @+ 9+ ~Nrra )

+ aeNH M*(uh? + 12),

= constante indépendante de h et

ce qui implique que l'affirmation du théoreme est valide. O

2.2.2 Algorithme

Algorithme de Thomas
Initialisation :
M,N,L,T
h=L/M
pw=T/N
pouri=1,2..., M —2
di =1+ 2p; — g
dy—1=1+ppm-1—qu-1
pouri=1,2..., M —2

Q; = —Pi

pouri =23, M —1

Bi=aq —pi

pourn =0

GY = BU® + u(F' + )

pourn > 0
n+1

G"=BU" + Y wpCU"F 4 p(FH 4 )
k=2
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Triangularisation :
dy = dy, Gy = G}, pour n > 0
pouri =23, M —1

/ Bi
di = di — ;1 X d/
i—1
GY =G -G, x ﬂ ourn >0
i Y4 -1 P =
) i—1
Résolution :
G
u}fj_ll = ,Mfl ,pourn > 0
» dyrq
pouri = M —2,...,1
G,-n . a,un+1
u?"rl — l—,”H’pour n > 0
d.
(A
écrire U1
Stop

2.2.3 Exemple numérique

Dans cette sous-section, nous allons présenter un exemple pour montre la convergence numérique
de scheme de différence (2.30).
Dans l'équation (2.1)), soient o = 1.6 le coefficient de diffusion-onde D(z) = 1 + z, le terme source

2 2 1— 2t2—04

flat) = =2 ;(3 z) T (1 + %) (1623 — 622 — 8z + 2),L = 1,T = 1, les condition initiales (2.2)

—
#(z) = 22(1 — x)% et p(z) = 0, et la solution exacte de probleme directe u(z,t) = (1 + t?)z%(1 — x)>.
En utilisant Matlab nous avons représente la solution numérique et la solution exacte du probleme direct
autempsdet = 0,t = 0.002,¢ = 0.001 et t = 0.0015 dans le Figure ,avec M = 20 et N = 2000. De
Figure nous concluons que le schéma de différence finie (2.30) est converge.
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FIGURE 2.1 - solution exacte et approché
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CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE

@ ans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme d’inversion numérique basé sur la méthode des
moindres carrés avec régularisation d"Homotopie pour déterminer numériquement le coefficient
de diffusion-onde dans un espace approximatif différent, et des inversions numériques sont effectuées

par deux exemples numériques. Cet algorithme d’inversion est efficace au moins pour ce probleme in-
verse.

42
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3.1 Position du probléeme

Si le coefficient de diffusion-onde D(z) est inconnu, nous le cherchons par des observations supplé-
mentaires a la limite a droiteax = L, i.e.,

w(L,t) = ¥(t), 0<t<T, 3.1)

ainsi un probléme inverse est formule par I’équation de diffusion-onde fractionnaire (2.1)), les conditions
initiales et les conditions aux limites (2.2)-(2.3) avec une condition supplémentaire (3.1). Pour la solution
de se probleme inverse, supposons que la fonction D(x) est une fonction continue sur [0, L].

Soit V un sous espace de C([0, L]) de dimension fini s, et {n;(x)};_, une base de V, i.e.

ni(z) = {1,z,...,2°}, on peut écrire le coefficient de diffusion-onde D(x) sous la forme d’un combinai-
sons de la base de le sous espace V' ([10]), i.e.,

D(z) = Zpim(fﬁ)- (3.2)
=0

Pour tout D(x) une solution unique de probléeme direct correspondant, désigné par u(z, t; D) peut étre

élaborée par le schéma de différence finie (2.30), alors u(x, t; D) est obtenu .

Par conséquent, obtenir un coefficient de diffusion-onde D équivaut a trouver un vecteur P, ce qui

signifie que nous pouvons dire u(L, t; D) = u(L,t; P) . Ou
P = (p07p17 cee 7p8)T

Soit £ > 0 on note Sg = {p € R? : ||p||, < E'}, 'ensemble admissible d"inconnus p

3.2 Probléme de moindres carrés non linéaire
Pour résoudre le probleme inverse on résoudre un probleme de moindres carrés non linéaire suivant
mgn o(P). (3.3)
®(P) = |lu(L,t; P) = ()3,  0<t<T (3.4)

La fonction objective ® continue et convexe sur I’ensemble Sr ferme et bornée, donc d’aprés le Théoreme
de Weierstrass le probleme admet au moins une solution.

D’autre part le probleme est mal pose de sorte que le probleme admet plusieurs solutions , pour
"unicité, en utilisant la régularisation d” Homotopie.

3.2.1 Régularisation d’'Homotopie

On considéré le probleme régularisée suivant

m}i)n O\ (P). (3.5

OA(P) = (1= M) [[u(L,t; P) = $(®)]l5 + A Pll3, (3.6)
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telle que 0 < A < 1 est le parametre de régularisation .
Maintenant, pour obtenir D7, on suppose que

DIt = DI 4 5D7, j=0,1,....

j estle nombre d’itération

6D’ désigne une perturbation deD’.

D’apres (3.2) nous avons

sz n(x

et

6D (x Za Il (x

Ou dp’ désigne une perturbation pour p/ donné.
Ainsi, pour obtenir p/*! a partir de p’ donné, il suffit d’obtenir une perturbation dp’.

Pt = pi 4 §pP7, j=0,1,.... (3.7)
En suite, nous avons seulement besoin de déterminer un vecteur de perturbation
§P7 = (5p}, op),....opl)T. (3.8)

Dans la suite, pour facilite ’écriture, P’ et 6 P/ sont abrégés en P et § P, respectivement.

3.2.2 probleme linéaire

Nous avons la solution direct u(L, t; P + 0 P)est dépend de P implicitement, donc avec le dévelop-
pement de Taylor a d’ordre un on trouve

u(L,t; P+ 6P) ~ u(L,t; P) + VEu(L,t; P).6P. (3.9)
en utilisant on obtient
(P +6P) = |[u(L,t; P+ 6P) — ¥ (t)]l5.
Avec , la fonction objective de moindres carrés devient
FA(6P) = (1= X) |VBu(L, t; P).6P — ((t) — u(L, t; P))||> + A |5P|2. (3.10)

Nous discrétisons le domaine [0, 7] par t,(n =1,2,...,N)et0=1t; < t2 < ... <ty = T.Parla méthode
de différence finie, nous avons

5 Ltn' o 1 yeeoyDs)) — L,tn;

T
=0
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pourn =1,2,..., N, ou 7 est un pas différentiel numérique.
D’ou1, on définit la matrice

H = (hni) Nx(s+1)-

Ou
b WLtai (Poy -y pi AT, ps)) —u(Ly tnip)
nt T .
Donc
hio  hir -+ his
hao  hor -+ has
g=| T T (3.12)
hyo hnt -+ hys
Soit
U = (U(L,tl,p),U(L,t27p), s 7U(L7tN;p))T7 (3 13)
U= (p(t), Y(t2), ..., (tn))".
En utilisant (3.11)), (3.12) et (3.13) on peut écrire (3.10) sous la forme suivante
FA(0P) = (L= A) [HOP — (¥ = U)[l3 + A|6P]5 - (3.14)
Lemme 3.1. ([1,[10]) § P* un minimum de F) si est seulement si 5 P> résout I'équation normale suivante
(1-NHTHSP* + \oP* = HT(W - U). (3.15)
Démonstration.
2 2
F\(6P) — FA\(6P) = ( N |HOP — (0 = U)[3+ AIsP|3) - ((1 ~ ) HH&PA (v U)H2 +A HcSPAH2>
- ( N HSP2+ 1=\ [® = UJ2—2(1 = \) < HSP,U — U > +A H5P|y2)
< (1— ‘HcSPAH F A= N[O U220 -\ < HSP) W — U > +A H&PAH )

—(1- /\)’ H(6P — 6P H 21— HH(SPAH +2(1— \) < H6P, HOP* >

91— N < H6P,U —U > +2(1 — \) < HOPM U — U > +A Hap _ 5P*H2

_2) HMDA E 12N < 6P, 6P >

=2(1—-\) < HSP» = (U —U),H(0P — 6P*) > 42\ < 6P 6P — 6P >

+ - |EEP - 5PA)HZ £ ]op - 5PAH2

= 2(1—\) < HU(H6P* — (U — U)) + adP*, 6P — 6P* > +(1 — \) HH((SP - 5PA)HZ
+AH5P—5PAH2.

Pour tout 6P,6P* € Sg. Si 6P satisfait (3.15) puis F)(6P) — Fy\(6P*) > 0, alors 6 P* minimise (3.14)
d’autre part, si 5 P* minimise (3.14)), choisissons P = §P* — tZ pour toutt > Oet Z € SEg.
ona

F\(0P) — F\(6P") > 0,
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donc
2t < (1= NHT(HSP* — (U — U)) + AP, Z > +2(1 = \) |HZ||5 + M || Z])3 > 0,
diviser par ¢t > 0, et quand ¢ > 0 on obtient
< (1 =NHT(HSP» — (T —U)) + NP, Z >> 0, pour tout Z € Sg,
si on choisir Z = —((1 = A\)HT(HSP* — (¥ — U)) + A6 P*), nous obtenons
< (1 =NHT(HSP» — (¥ —U)) 4+ X6P, —((1 = NHT(HSP — (¥ — U)) + A\oPY) >> 0,

- H(1 ~ NHT(HSP* — (¥ —U)) + AéP*Hz >0,
alors
H(1 ~ NHT(HSP — (¥ —U)) + >\5PAH2 <0,
implique que
(1—=NHT(HP — (U —U)) + MNP =0,

ce qui signifie que § P* résout 1’équation normale (3.15). O

3.2.3 Résultat d’existence

Théoreéme 3.1. ([1]]) Il existe au moins §P* € Sk point de minimum de la fonction F) .
Démonstration. Soit (6P,) € Sg une suite minimisante, i.e., Fx(0P,) — I = 5 gng F,\(0P) quand n tend
€EOFE

vers l'infini, on montre que (6 P,) est une suite de Cauchy

FA(OPy) + FA(0Pn) = (1= ) [HOP, = (¥ = D)3+ A0Pal13) + (1 = A) [ HOP — (@ = U3 + A 6P 3)
(1= N |[HOP |54+ (1 =N |[& = U3 =2(1 = \) < HOP,, ¥ — U > +\ |03

(L= M) [H6Ppll5 + (1= A & = U[J5 = 2(1 = X) < HPy, ¥ — U > +A [Pl

(1= N\ |HOP, |54+ 2(1 =\ [|[¥ — U3 = 2(1 = \) < H(P,, — 6P,), ¥ — U > 4+X\||6P, |3
+ A [[6Pnll3 + (1= A) [ HSPpll3

_l’_

Nous avons
-\

(1
(1= %) (IHSPll3 + || HOP3) = (1 (6P, + 6Pw)|3 + | H (P, — 6P

et

nO| >

A (1P + 16Pnl12) = 5 (1P + P13 + 1670 — 6Pl
D’ou

1—
F\(OP,) + F\(0P,,) = (QA) |H(0Py + 6P)|53 + 2| W — U3 — 2(1 — \) < H(0Py + 6P,,), ¥ — U >

1—A 1—A A
+ N yap, s opl + LN a (6P, - aP) I3+ S 1P, - 5P,
(3.16)
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d’autre part on a

2 2

2, <;(6Pn + 6Pm)> — 91— ) HH(;(éPn +6P)) — (U — 1)

1
+2) HQ((SPn +6P,)

2 2

1—A A
= OGP, + 6P — 208 —U)I3+ 5 157+ 6l
(1-X) 2 2
== (HH(éPn + P2+ 2(1 = ) |W — UJ2 — 201 — \) < H(6P, + 6Py), ¥ — U >)

A
+ 5 18P + 6P}
(3.17)

En remplagant (3.17) dans (3.16) on obtient

1 1—A A
Fy(3P,) + FA(OP,,) = 2F) <2<«5Pn+5pm>) 2 @R, 3P 4+ 2 0P + 0P

A
> 20 + 5 6P, + 5Pl

Ona F\(0F,) + Fx\(0Py,) — 2I quand n tend vers l'infini
donc

|6P, — 8Ppl|3 < 0.

Ceci montre que (§F,) est une suite de Cauchy et donc convergente puisque le sous espace Sg, est ferme
dans complet R? .

Soit 6P = lirf P, ,nous avons 0P € Sg, et de la continuité de Fy, nous concluons que
n——+00
F\(6P,) — F\(0P*) ,alors F\(6P*) = I. Cela preuve I'existence d'un minimum de F). O

3.2.4 Résultat d’unicité

Corollaire 3.1. ([1]) Fy admet un minimum unique §P* € Sg. Ce minimum 6P est la solution unique de
I'équation normale.

(1-NHTHSP* + \oP = HT(W - U).

Démonstration. 11 suffit de montre que 1'équation normale admet une solution unique parce que nous

avons un équivalente entre (3.14) et (3.15).

Nous avons I'équation normale
(1=NHTH + XI)6P* = HT(V - U),

pour montre que cette équation admet une solution unique, il doit montrer que la matrice
(1 = N)HTH + \I) est définie positive . Alors, V6P # 0

< ((1=NHTH 4+ X6P)SP,6P > =< MSP,0P > + < (1 - \)HT HSP,6P >
= MIOP|[3 + (1 = X) | HE6 P

On a

IH5P|3 >0,
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et
6P| > 0,
donc
AISPIZ + (1 - \) [ HEPZ > 0,
alors

<((1=XNHTH + \P)jP,6P >> 0.

Cela preuve que la matrice ((1—\)HT H+\I) est définie positive donc inversible implique que 1'équation
(3.15) admet une solution unique , alors, nous concluons que F\ admet un minimum unique.
Par conséquent, une perturbation peut étre déterminer (3.15)

6P = (1= NHTH + \X)'HT (¥ —U). (3.18)

Ainsi, une solution optimale peut étre approchée par la procédure d’itération (3.7) tant que le nombre
d’itération est atteint, on que la perturbation satisfait a une précision convergente prescrite donnée par

2
Jor, <

Ot € est une perturbation convergente donnée O
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3.3 Algorithme d’inversion

Etape01 : Donne l'itération initiale P, et le pas différentiel numérique 7, et la précision
de convergente ¢, et la condition supplémentaire () ;

Etape02 : Résoudre le probleme directe par le systtme linéaire (2.30), obtenir
u(L,tn; P) et u(L,tn; (po,--- 0i +TyoyDs)),

pourn=1,2,... ., Neti=0,1,...,s,
puis obtenir le vecteur U, et la matrice H par la formule (3.12);

Etape03 : Choisir un paramétré de régularisation approprie 0 < A < 1, et obtenir un vecteur de
perturbation 6 P* par la formule (3.18), puis obtenir 6D ;

Etape04d : S’ il y a H(SPAHQ < ¢, alors l'algorithme d’inversion est termine, et D 4 0D considérer
comme la solution que nous voulons juste déterminer ;
Sinon, passe a 1’étape02 en remplace P par 6 P.

3.4 Inversion numérique

Dans cette section on prend, les conditions initiales ¢(z) = 2%(1 — x)% et p(x) = 0

22%(1 — )22«
— (14 t*)(162* — 62° — 2),T=1L=1
TG —a) (14 t*)(162° — 62° — 8z + 2) ,
le nombre de grilles spatiales M = 20 et le nombre de grilles de temps N = 20.

et le terme source f(z,t) =

3.4.1 Exemple01 :fonction linéaire

Dans cette exemple, nous allons prendre une fonction linéaire
D(z) =1+x, 0<z<1,

comme le coefficient de diffusion-onde exacte, Nous avons réalise 1’algorithme d’inversion on utilisant
la formule (3:18). En choisissant le parametre de régularisation A = 0.01, I'itération initiale P = (1, 1), le
pas différentielle numérique 7 = 0.4, la précision convergente ¢ = le — 6, et 'ordre fractionnaire o = 1.8.
Le coefficient de onde et leur inversion sont représentés dans Figure
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L

2 reTTT
— coefficient de onde exacte : !
~u-— coefficient de onde d’inversion | | |
| |
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. 1 I 1 1
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I
|
I
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FIGURE 3.1 — coefficient de diffusion-onde affine et leur inversion

On prend, les conditions initiales ¢(x) = sin(7z) et p(z) =0
2 sin(7z)t?
'3 —a)
le nombre de grilles spatiales M = 20 et le nombre de grilles de temps N = 1000.

et le terme source f(z,t) = —2nz(1 +t2) cos(mz) + m2(1 + ) (1 + 22?) sin(rx), T =1, L =1

3.4.2 Exemple02 :fonction de seconde ordre

Dans cet exemple, nous allons prendre une fonction du second ordre

D(z) =1+ + 2% 0<z<1

comme le coefficient de diffusion-onde exact. Nous avons réalisé 1’algorithme d’inversion en utilisant
la formule (3.18). En choisissant le parametre de régularisation A\ = le — 10, I'itération initiale P =
(1;0.66; 1.44), le pas différentiel numérique 7 = 0 : 5, la précision convergente ¢ = le — 7 et 'ordre
fractionnaire o = 1.5. Le coefficient de onde et leur inversion sont représentés dans Figure
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FIGURE 3.2 — coefficient de onde quadratique et leur inversion
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme inverse pour déterminer numériquement un co-
efficient de diffusion-onde dépendant de I'espace dans une équation de diffusion-onde fractionnaire de
Caputo définie dans un milieu hétérogene avec conditions aux limites de Neumann homogeénes et une
condition supplémentaire au point z = L. Ce travail se déroule en deux étapes :

v Probleme direct : nous avons introduit un schéma de différence implicite pour le probléme di-
rect basé sur la discrétisation d’une équation intégro-différentielle équivalente et 1'interpolation
linéaire de Lagrange, et la stabilité et la convergence de cet schéma sont prouvées en utilisant
I'analyse matricielle, et un exemple numérique et présenté.

v/ Probleme inverse : nous avons proposé un algorithme d’inversion basé sur la méthode des
moindres carrés avec régularisation d’Homotopie pour résoudre le probleme inverse (2.1)-(3.1),
et des inversions numériques sont effectuées par des exemples numériques pour montrer que 1’al-
gorithme d’inversion proposé est efficace et stable.

Comme perspectives, nous avons le probléme ouvert suivant :

i Etude d’un probleme inverse pour une équation de diffusion-onde fractionnaire avec condition de
type intégrale suivant :

CDpu(z,t) = & (D(g:) 8“8(?”) + f(z,t), O<z<l,0<t<T,

u(z,0) =p (), w(z,0)=1¢(x), 0<z <1,
ug (0,t) = uy (1,8) =0, 0<t<T,
Jyu(z,t)de = E(t), 0<t<T.

ot “Du (v, t) est la dérivée de Caputo d’ordre 1 < o < 2 définie par :

o 1 t _o O%u(z,s
CDt u ([E,t) = M/(; (t — 8)1 ({;SQ)dS
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@ ans ce mémoire, nous avons étudie un probléme inverse pour déterminer numériquement un co-
efficient dépendant de I'espace dans une équation de diffusion-onde fractionnaire. Nous avons
présenté un schéma de différence fini implicite pour le probleme direct basé sur la discrétisation d'une
équation intégro-différentielle équivalente et l'interpolation linéaire de Lagrange. Nous avons prouvé
la stabilité et la convergence de ce schéma implicite a ’aide de ’analyse matricielle. Avec la méthode
de Thomas, nous avons calculé la solution numérique de probléme direct par un exemple numérique.
Ensuite, nous avons proposé un algorithme d’inversion basé sur la méthode des moindres carrés avec
régularisation d’Homotopie pour résoudre le probléme inverse . Nous avons donné des exemples nu-
mériques pour montrer que 1’algorithme d’inversion proposé est efficace et stable.

Mots-Clés : Equation de diffusion-onde fractionnaire, Equation intégro-différentielle, Interpolation
linéaire de Lagrange, Moindres carrés, Régularisation d’Homotopie .

U n this memoir, we studied an inverse problem to numerically determine a space-dependent coefficient

in a fractional diffusion-wave equation. We presented an implicit finite difference scheme for the di-
rect problem based on the discretization of an equivalent integro-differential equation and Lagrange
linear interpolation. We proved the stability and convergence of this implicit scheme using matrix ana-
lysis. With Thomas’s method, we calculated the numerical solution of direct problem by one numerical
example. Then, we proposed an inversion algorithm based on the least squares method with the homo-
topy regularization to solve the inverse problem. We have given numerical examples to show that the
proposed inversion algorithm is efficient and stable.

Keywords : Fractional diffusion-wave equation, Integro-differential equation, Linear interpolation of
Lagrange, Least squares, Homotopy regularization .
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